§ MINISTERUL EDUCATIEI $1 CERCETARII

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 07.02.2026
CLASAa IX -a
BAREM DE CORECTARE
Problema 1 (22,5p)

Fie x,y,z > 0astfel incat x-y-z=38
a) Aritati ci: X+Y+Z>6 si V2X +4/2y + z<x+y+z

b) Determinati numerele X, Y,z >0 stiind ca ele verifica, in plus, si relatia:

2 N yz N 72 _9
Y+3Z++/2X  743X+42y x+3y++2z 5
Solutie:
a) Din inegalitatea mediilor:  3/xyz < X+;/+Z .................................................... 2p
sicum X-y-z=8 seobtine X+ Y +2Z =6 3p
: 2 2 2 2 2 2 2
Folosind C-B-S ((ax+by+cz) <(a®+b*+¢%)(X* +y* +2 )) ............................... 2p

Obfinems (V2x +2y +v22) (V2" +2" +2 )| V¥ +Jy" +V2)

Deci: (\/54‘ 2y+\/Z)2§6(x+y+z)s(x+y+z)2 ............................................ 3p
Dar X,¥,2>0 = N2X 412y 4327 S XA Y4 Z oo 3p

b) Folosind inegalitatea lui Titu Andreescu avem:

X? y? z? (X+y+z) 3
y+32+\/_x z+3x+\/_ x+3y+«/_z 4x+4y+4z+J_+\/_y+J_ """"""
Avem: X’ y’ z° (X+Y+Z) _X+y+z_6 4p

Y+3z+J_x z+3x+\/_ x+3y+\/_z 5(x+y+2) 5 g T

Egalitatea are loc doar dacd numerele sunt egale, deci X=yY=2=2  .....ccccvivriirirnnn 2,5p
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Problema 2 (22,5p)

Z“: k-2! 2" 1

Sa se demonstreze ci, pentru orice ne N”, are loc egalitatea: = —-=
o (k+1)(k+2) n+2 2

Solutie:

Demonstratie prin inductie matematica

Lverificare:  v(P(1))=1 3p

2.Demonstratie:

presupunem v(P(k))=1 adica Skzzk: S 2,5p

Z(i+1)(i+2) k+2 2

) k+1 i.2i—l 2k+l 1

si demonstram ca V(P(k +l))=l: Si =§(i+1)(i+2) Sl g g s 2p
(k+1)-2

A C S L =S 2

YO S =T ) (kr ) P
k ok

Obtinem: S, = 2 L)y K2 2p
k+2 2) (k+2)(k+3)

T B L 3p
k+2 (k+2)(k+3)) 2

k+3+k+1 1 2(k+2) 1
S =2 = s 3
“ T (k+2)(k+3) 2 (k+2)(k+3) 2 P

2.2 1 2t 1
_t_ _z P(K+1))=1 oo, 3
k+3 2 k+3 2 = V( ( i )) P

De unde avem: S, | =

Finalizeaza: V(P(n)):l, N E N e 2p
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Problema 3 (22,5p)

Fie n si k doua numere naturale prime intre ele. Sa se demonstreze egalitatea:

[ﬂ{%}{%ﬂ}"”{(k?)n} _ (n—1)2(k—1)
Solutie:

Notdm S:{E}+[%}+{%ﬂ}+...+{(k_kl)n} ................................ 2p

Avem: [—}—{E}rl (1) oo 2p
e LD G L 25p
K k K
. , , n] | (k=1)n n] | (k=1)n
Din adunarea rel. (1) si (2) obtinem: m + " <n< X + " +2 ...3p
Deci: n:[ﬂ}+ M L 2p
k k
Obtinem: [E}L M SN=1 2p
k K
Analog si toate celelalte (k-1) paranteze din 2S suntegalecu n—-1 ................... 3p
Obtine 2S =(k—-1)(n-1), deunde S =W ............................... 3p
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Problema 4 (22,5p)

Se considera triunghiul ABC, punctul D mijlocul laturii [BC] si punctele M, N si P din plan cu
proprictatea cd 4AM =3AB, 5AN =3AC si 5BP = 2BC . Fie G centrul de greutate al triunghiului
ABC si PG AB ={Q).

Q

a) Aratatica G e MN

b) Aflati valoarea raportului '::g :

Solutie:

a) Din G centrul de greutate al triunghiului ABC avem

imediat G € ADsi AG_2
AD 3
MG = MA+ AG = ... == 2 AB+ S AC oot
12 3
GN =GA+ AN = .= == AB = AC e e e 4p
3 15
Deci: M—G:%@ = M,G,N —coliniare = G € MN .......coo.cevrririereeeeeereeseeeseesee e 4p

b) Aplicam Teorema lui Menelaus in triunghiul ABD cu transversala P-G-Q =

B D A 4p

PD GA QB

Dar D—G=l §iaﬂa’1£:4 .......................................................................................................... 4p
GA 2 PD



