OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
SUCEAVA, 7 februarie 2026
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a IX-a

1. (21p) Demonstrati ca, pentru orice numar natural n>2, are loc inegalitatea:

1 1 1 1 (1 1 1
— ==+ + >—| —+—=+..+—|.
n+1 3 5 2n—1) n\2 4 2n

skeksk
Solutie si barem:
Demonstram prin metoda inductiei matematice propozitia
P(n):1+l+l+...+ L »#l l+l+...+L 2
3 5 2n—-1 n \2 4 2n
) 1 I 1 4 4
Pentru n =2 obtinem P(2):1+—>é —+— <:>—>§~i<:>—>2,adevérat .................... 5 puncte
3 2\2 4 3 24 3 8
Presupunem P(n) adevaratd si demonstram P(n+1) adevarata, pentru n>2.
Avem P(n+1):1+l+l+...+ ! >n+2 1 l+...+ .Din P(n) adevarata rezulta
3 2n+1 n+1\2 4 2n+2
I 1 1 n+l1(1 1 1 1
I+—+—+...+ | o e T o e S puncte
3 5 2n+1 n \2 4 2n) 2n+l1

) . . o.n+1(1 1 1 1 n+2(1 1 1
Este suficient sa demonstramca ——| —+—+...+— |+ > —+—+...+ ,
n \2 4 2n 2n+1 n+1\2 4 2n+2

. : . . on+l({1 1 1 n+2(1 1 1 n+2 1 1
inegalitate echivalenta cu — 5+Z+...+ — +—+...+ > .
n

n ) n+l\2 4 2 ) n+l 2n+2 2n+1

1 (1 1 j 1 1 1 n’ .
et — |> - l+—+—+..+—>——"—— adevirat,
n(n+l) 2 4 2n 2(2n+1)(n+1) 2 3 n (2n+1)(n+1)

Conform principiului inductiei matematice complete rezulta ca P(n) este adevaratd, pentru orice

numar natural n >2
................................................................................................................................................ 11 puncte

2. (21p) Pe un cerc se scriu numerele naturale 1,2,....,n in aceasta ordine (7 >3). Se formeaza
toate cele » produse a cate doud numere vecine. Sa se arate ca daca suma acestor produse se
divide cu 5, atunci » se divide cu 5.

Anca Andrei, Suceava

Solutie si barem:

Fie S=1-2+2-3+...4(n-Dn+n-1=> (k=Dk+n=Y k=D k+n=

k=2 k=2 k=2

B n(n+l)(2n+l)_n(n+l)+n_ n(n® +2)
6 2 3

S



o n(n2+2) 5
Din ipoteza 5/.8 :TZSk’ keN’ :>n(n +2)=3-5-k:>5/n sau 5/(n2+2).

.................................................................................................................................................. 3 puncte
Aritim cd nu este posibil ca 5 si dividd pe n”> +2 .
Dacd n=5p,peN =n"+2=25p” +2 sideci 5 nu divide pe n* +2.
Daci n=5p+l,pe N =n’+2=25p° +10p+3 sideci 5 nu divide pe n* +2.
Daci n=5p+2,peN =>n’+2=25p° +20p +6 sideci 5 nu divide pe n° +2.
................................................................................................................................................ 9 puncte
3 3 3 2 2 2
3. a) (11p) Demonstrati ca P A ty e , pentru orice x,y,ze(O,oo).
y+z z+x x+y 2

b) (10p) Fie x,y,z €(0,0) cu x’ + y’ +z° =3. Demonstrati ci
2 2 2
1 N 1 N 1 Zx+y+z.

xX+y y+z z+x 2

Ion Bursuc, Suceava
Solutie si barem:
a) Folosind inegalitatea lui C.B.S in forma lui Bergstrom, adica inegalitatea
2 2 2 (x+y+z)
AN M,Vx,y,z eR,a,b,c €(0,0), obtinem:
a b c a+b+c
2
()

¢ 2 W)

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2
(Z ) (x +y +z ) (.X' +y +z ) X2+ 2+22
+ + > > 4

+ -+

yv+z z+x x+y_xy+xz yz+Xxy zx+zy_2xy+2yz+22x_2x2+2y2+222_ 2
.............................................................................................................................................. 11 puncte
x3 y3 Z3 x2+y2+22
b) Folosim inegalitatea de la punctul precedent + + > st inegalitatile
y+z z+x x+y 2
2 2 2 2
e Ko 2 ) 07) () (' +5°+2)
asemanatoare + + =— +— +— 22— >
X+y y+z z+x x+xy Yy +yz zo+zx X +y +z 4+xy+yz+zx
2, .2, 2}
(x Ty "‘Z) Xy 4z x’ y 2 X +y 4zt .
2 2 2 = = + + 2 s
2x°4+2y° +2z 2 xX+y y+z z+x 2
3 3 3 2 2 2
X z X +y 4z
TP
X+z y+x z+y 2

............................................................................................................................................... S puncte
Adunand cele trei inegalitati se obtine:

x3+y3+z3+x3+y3+z3+x3+y3+z3

2, .2, .2
l+l+l>x+y+z
y+z zZ+x x+y

4. Se considera patrulaterul ABCD 1inscris intr-un cerc de centru O. Se noteaza cu
H ,H,,H,,H, ortocentrele triunghiurilor ABC, BCD, CDA, respectiv DAB si cu M, N
mijloacele diagonalelor AC, respectiv BD.

(11p) a) Aritati ca segmentele DH ,AH,,BH, si CH, au acelasi mijloc.

(10p) b) Daca P si Q sunt mijloacele segmentelor DH,, respectiv MN, aratati ca punctele O, P

si Q sunt coliniare.
Supliment Gazeta Matematica 11/2025
2



Solutie si barem:
a) Deoarece triunghiurile ABC, BCD, CDA, respectiv DAB sunt inscrise in acelasi cerc de

centru O, din relatia lui Sylvester avem OH,=O0A+OB+0OC, OH,=O0B+0OC+O0D,
OH3=@+@+@ sl 0H4=0—D+a+@ ............................................................. .7 puncte

L oy Ly oy L oy L o L
Obtinem —(OH, +OD)=—(OH, +0A) =~ (OH,+0B)=~(OH, +OC) =04+ 0B +0C+0D),
2 2 2 2 2
de unde rezultd ca segmentele DH,, AH,,BH, si CH, au acelasi mijloc..............cccccennees 4 puncte

b) Daca P si Q sunt mijloacele segmentelor DH, , respectiv MN, atunci

0P=5(0—1ﬂ+07>)=5(071+03+00+019) ..................................................................... 4 puncte
5 00~ (0 +ON) =104 +0C) 308 +0D) | =04+ 0B+ OC +0D)..... 4 puncte

Deducem ca OP = 20_Q , deci punctele O, P si Q sunt coliniare..........cccceeveerieeniieniennieennen. 2 puncte

Nota: Orice alta solutie corectd se va puncta corespunzator.



