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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a XII-a

1. (21p) Pentru fiecare numar natural nenul » se considera numarul I, = n fo T —dx.
a) (7p) Aritatical; + fO de =1.
b) (7p) Arataticil, = 2 — g
¢) (7p) Aratati ca sirul (I,),»1 este crescator, cu limita In 2.

Se considera cunoscut ca In(1 + x) < x, pentru orice x € (—1,0).
Bacalaureat — Test antrenament 11/ 2021

Solutie:
11
a)11+fomdx=f0:d +f—d —f dx = x|§ = 1.
b)l, =2/ —Zf( )dx=2(x—arctgx)|0=2(1—E)=2—g,
c)Insz1

— dx = f X (ln(l + x™)'dx = xIn(1 + x™)|} — fol In(1 +x™)dx =1In2 — J,, unde

= fol In1+x")dx. Cum O0=I1<In(1+x"H)<In(1+x")©0</41</)Vn=1,
deducem céd I,y 1 — I, = J; — Jus1 = 0, deci sirul (I);»; este crescator. Folosind inegalitatea data

n+1
obtinemca 0 < In(1 + x™) < x™,Vx € [0,1] sioricen = 1,deunde 0 < J,, < fol x"dx = |0 nil.
Deducem cé lim J, = 0, deci lim [,, = In 2.
n—->oo n—-oo
Barem
: 11 1
a) Obtine ) + [ ——dx = [/ dx = 4p
x|g=1 3p
x? 1 1
= =2f0 (1— x2) dx = 2(x — arctgx)|} = 4p
T
22(1_1)22_5 3p
¢) Obtine I, = In2 — J,, unde J,, = [ In(1 + x™) dx 2p
Arata ca (I,),»1 este crescator 2p
Obtine ca lim J, =0 2p
n—>oo
Finalizare rlll—l;go I, =In2 1p




2. (21p) Pe multimea M = (—1,1) se da legea de compozitie asociativd ,,*” cu proprietatea ca
xX+y+z+xyz

X*y*Z= ,Vx,y,z € M.

1+xy+yz+zx

Xty pentru orice x,y € M.

1+xy’

Ardtaticax xy =

lon Bursuc, Suceava

Solutie:
Observam ca x * (0% 0) = (0*0) *x = x, pentru orice x € M, deci e = 0% 0 € M este elementul

neutru al legii ,,x”. Atunci e * 0 x e = 0, iar pe de altd parte e x 0 x ¢ = % Egaland cele doua scrieri

. - + .
obtinem e = 0. Deducemcax*y =x*y*0 = %, pentru orice x,y € M.

Barem
Obtine ca 0 * 0 este elementul neutru 8p
Obtineca0*0 =0 8p
. . _ xty .
Finalizare x x y = Tty pentru orice x,y € M 5p

3. (21p) Fie (G,-) un grup. Demonstrati ca daca exista o functie f: G = G cu proprietatea ca xy( f (y))2 =
f(y)x3, pentru orice x,y € G atunci grupul G este abelian.
Anca Andrei, Suceava

Solutie:

Fie e elementul neutru al grupului. Pentru x = e obtinem y(f (y))2 = f(y),Vy € G,deunde yf(y) =
e © f(y) = y~1,Vy € G. Astfel, relatia din ipoteza se rescrie xy ™! = y~1x3,Vx,y € G. Pentruy = e
gisim x2 = e,Vx € G. Atunci (xy)? = e = x%y?,Vx,y € G, de unde xy = yx,Vx,y € G, adica G este

grup abelian.

Barem
. 2
Obtine y(f ()" = f(y),Vy €G 6p
Deduce ca f(y) =y L, Vy € G 5p
Obtine ci x? = ¢,Vx € G 5p
Finalizare G este abelian 5p

4. (21p) Fiea,b € Rcu 0 < a < b si functia f: [a, b] = R derivabila, cu proprietatea ca f; f)dx =
bf(a) — af (b). Aratati ca existd ¢ € (a, b) astfel incat f'(c) = 0.
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Presupunem ca f'(x) # 0,Vx € (a,b). Cum f' are proprietatea lui Darboux, deducem ca f' are semn
constant pe intervalul (a, b). Consideram cazul f'(x) > 0,Vx € (a, b) (celalalt caz se trateaza analog) si
rezulta ca feste strict crescatoare pe intervalul [a, b]. Consideram functia g: [a, b] — R, datd prin g(x) =
f;c f)dt — xf(a) + af (x). Evident g este derivabila pe [a, b] si pentru orice x € [a, b] avem g'(x) =
f(x)—f(a) +af'(x). Dar x € (a,b) implicd f(x) > f(a) si cum a =0, f'(x) > 0, deducem ca
g'(x) > 0,Vx € (a,b). Atunci g e strict crescatoare pe [a, b], deci 0 = g(a) < g(b) = 0, contradictie.

Rezulta ca presupunerea e falsa.

Barem
Presupune ca f'(x) # 0,Vx € (a, b) si deduce ca f' are semn constant pe (a, b) 5p
Deduce ca feste strict monotona pe intervalul [a, b] 5p
Obtine ca functia g(x) = f: f(t)dt — xf(a) + af (x) este strict monotona pe [a, b] 7p
Obtine contradictie si finalizare 4p

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.



