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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a XI-a
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1. (21p) Se considerd matricea A€ M, (R), A=|1 2 1]|.

1 1 2
a) (5p) Aridtati cd A° —54+41,=0,.
b) (8p) Demonstrati ci 4 este matrice inversabild si determinati 4.

¢) (8p) Rezolvati in M, (R) ecuatia 4AXA=1,.

* %k %k

Solutie.

. . . . 2 . .
a) Prin calcul direct obtinem succesiv @A = si  apoi
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A -54=|5 6 5|-|5 10 5|=0 -4 0 |=-4l,,deunde 4>-54+41,=0,.
556){5 5 10) 0 0 4

b) Egalitatea de la punctul a) poate fi scrisa sub forma i(SI3 —A) “A=1,, (1) . Trecand la determinanti,

obtinem det(4)#0, deci 4 este inversabild. Inmultind (1) la dreapta cu 4™, rezultd i(SI ,—A)=4",

| 3 -1 -1
de unde obtinem A =~| -1 3 -1|.
-1 -1 3

¢) Inmultind egalitatea A4XA =1,, la stnga si la dreapta, cu 4~ obtinem X = (A*1 )2 , de unde rezulta

Ir -5 -5
X _L -5 11 =5|.
-5 =5 11
Barem.
a) Calculeaza 4’ 2p
Finalizare 3p
b) Obtine det(A)#0, deci A este inversabild 4p
3 -1 -1
Obtine 4~ :% -1 3 -1 4p
-1 -1 3
¢) Inmulteste egalitatea 4XA4 = I,, la stinga si la dreapta, cu 4™ si obtine X = (A*1 )2 4p




11 -5 -5
Obtine X = % -5 11 -5 4p
-5 =5 11

2. (21p) Pentru o matrice 4 € M, (C) notam & =det(4) si 1 =Tr(4).

a) (11 puncte) Ardtati ci det( 4’ +51,) =15

b) (10 puncte) Aritati c& det( 4’ +A—51,)+det( A’ +51,)=45"+5 .

Anca Andrei, Suceava

Solutie.
a) Din relatia Hamilton- Cayley avem A4’ —Tr(4)-A+det(A)-1, =0, iar de aici obtinem A* + 51, =4
Trecnd la determinanti, rezultd det(4” + 51, ) = det (t4) = 1> -det (4) =15 .
b) Dacd notim cu A  adjuncta matricei A, atunci A-A4" =51,, prin urmare avem A°+A-J1, =

=A+A4-A4- A" =A(A+1,- 4). Rezulta det(4> + A-51,)=5-det(l,+4-4"), (1).

a b . d -b ) . [(l+a—-d 2b .
Luand 4= , avem A = st I,+A-4 = . Deducem ca
c d -c a 2c l-a+d

det(Zl,+ A= A")=1-(a-d) —4bc=1-(a+d) +4(ad-bc)=1-1 +45. Din relatia (1) si relatia
demonstrata la punctul a) deducem ca det(A2 +A—512)+det(A2 +5lz): 5(1—12 +4§)+t25 =45>+6 .

Barem.
a) A —Tr(A)-A+det(4)-1,=0, = A*+651,=14 5p
det( A4’ +61,)=det(td)=¢>-det(4)=£*5 6p
b) A+ A-61,=A(A+1,-4") = det(4 +A4-51,)=5-det(I,+A4-4") 4p
Obtine det(1, +A—A")=1-1+456 4p
Finalizare 2p

3. (21p) Fie a €[l,»0) si be[3,0). Se considera sirul de numere reale (x,) _ definit prin

x,=asix, =x +byx, + x—, pentru orice ne N .
n

a) (11p) Demonstrati ci x, > n°, pentru orice ne N .

2
b) (10p) Aritati ca lim —2 =%.
n—o0 n

Dan Popescu, Suceava

Solutie.
a) Demonstram prin inductie dupd n € N". Din ipotezd avem x, =a >1, deci x, >1°.

5 . . f n : .
Dacd x, >n’, atunci /x, >n si |— >0, prin urmare avem succesiv:
X

n



n 2
X0 =X, +bJx, + |[—2n"+3n2n"+2n+1,deunde x,,, > (n+1).
X

b) Inegalitatea de la punctul a) conduce la lim x, =0, deci limi =0 si limL =0. Tot din a) obtinem

n > 3
n—o 0 o0 /
n— xn n— xn

n 1 . . N . < c oo NX, b
0<—<—, VneN ,deunde lim— = 0. Este suficient sa demonstram ca lim-~——- = 5
X n

n—x0 x n—>0 n

Folosim criteriul Stolz-Cesaro: lim ¥ = [im Mt _NTo _ jip, JX,, —4/x, ) =lim == o —
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Barem.
a) x, =a>1,deci x, >’ 4p
X, =X, +b\/g+ Lowt3nzn’ +2n+1, deunde x, , 2(n+1)2 Tp
X
o1 .1 ) 1 ... n
b) Argumenteazd cd lim x, =oo, lim— =0, lim—=0 s1 lim—=0 4p
n—»00 n%wx ﬂ*)OO\/Z l’l*)OOx
Calculeaza lim\/_ =lim - \/_ —hm<,/ X, \/_ )—hm
n—»0 n—» 7’l+ —n n—»0 n—o \/ﬂ"'\/g
b\/z-l— 1 b+£
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=lim =lim B :E’ 6p
n—>0 n n—»0 b 1 n
X, +byx, + |[— +4/x I+ —=+—|— +1
x, b
n—o0 n2 4

4. (21p) Determinati toate functiile /' :IR — R care verifica simultan conditiile:
i) f(x)=x+1, pentru orice xeR;

i1) f(Zx) (f(x)) pentru orice xR ;
1) f(x)-f(—x) <1, pentru orice xeR.

Se considera cunoscut faptul ca €* > x+1, pentru orice x € R.
Gazeta Matematica

Solutie.

2
Inlocuind x cu g in ii), obtinem f(x)z[f(gjj , VxeR, (1).Rezultd f(x)>0, VxeR.



o
Fie x € R, arbitrar dar fixat. Inductiv, folosind (1) , obtinem f(x) > (f(%jj , VneN’, (2)

Din conditia 1) rezultd f (2_)6,,) >1 +21 , VneN’, (3) Deoarece lim in =0, existd n, e N " astfel incat

n n—w )

2”
I+0>0, Vn2n,. Relatiile (2) si (3) condue la f () 2(“%) . pentru orice 7, ar de aici

271
rezulta f(x)> lim(l+2—xnj =¢". Cum x a fost ales arbitrar, obtinem f(x)>e", VxeR, (4).

n—»o0
Inmultind membru cu membru inegalititile f(-x)=e*>0 si f(x)2e*>0, obtinem

f(x)-f(-x)=1, VxeR, inegalitate care, impreund cu conditia iii) din ipotezd conduce la

f(x)-f(-x)=1, VxeR. Rezultd f(l )=f(—x)Ze_x =iv, deunde f(x)<e", VxeR, (5).
x e

Din (4) si (5) obtinem f(x)=e¢", VxeR. Aceastd functie verifica cele trei conditii din ipoteza.

Barem.
Demonstreazd f(x)>0, VxeR 5p
Demonstreaza f (x) >e", VxeR 8p
Demonstreaza f (x) <e', VxeR 6p
Finalizare 2p

Nota: Orice alta solutie corectd se va puncta corespunzator.



