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2ax+a-1,x<1

1. (20p) Se considerd functia /R >R, f(x)= { , unde a este un numar real.

a’x® +ax,x >1

a) (S5p) Determinati numadrul real a pentru care functia f este continuain x=1.
b) (10p) Pentru a =-2, calculati lim (J F0) —[f 0+ x) .

¢) (5p) Pentru a =—1, artati cd ecuatia f(x)+5" =0 are cel putin o solutie in intervalul [-1,0]

Solutie: a) lim f(x) = lirrll(2ax+ a—1)=3a-1; lim f(x) = lirrll(azx2 + ax) =a’+a; f(1)=3a—-1; feste
x<1 x<1 )\;; i;

continuain x=1<3a—-1=ad’+a<=a’-2a+1=0<=a=1.

b) xlirgo(\/f(x)_\/f(X)er):xliﬁrEO(\sz—2x—\/4x2 —x) =)}er1® N _2x_i\/4x2 — :_%'

¢) Pentru x din intervalul [-1,0] si a=-1, ecuatia f(x)+5" =0 devine —2x—2+5"=0. Se considerd

) . . 1 1
functia g:R—> R, g(x)=—2x—-2+5". Cum g este continua pe Rsi g(—l)'g(0)=g'(—1)=—§<0,

rezultd ca ecuatia g(x) = 0are cel putin o solutie in intervalul [-1,0].

Barem
a) lim f(x) = lim (2ax+a~1) =3a~1,lim f(x) = linll(azxz +ax)=d’+a, f(1)=3a-1 2p
- - ol ol
festecontinuain x=1<3a-1=a"+a<a’-2a+1=0<a=1. 3p
. . . 4x* =2x—(4x" —X)
b) lim (7 (x) =/ (x)+x )= lim (\/4x2—2x—\/4x2—x)=hm
x—>+oo( ) X—>+00 X—0 \/4)(?2 _ 2x + \/4)('2 —x 4p
zlim\/ 2 _XJ — = lim - = 4p
Ax” =2x +4x" —x \/X2(4—2j+\/)€2(4—1)
x x
1
S 2
2 p
¢) Pentru a=—1sixe[-1,0] = f(x)+5 =0 < —2x—-2+5"=0. Considera functia 2p
g(-1)-g(0)= % (=)= —% <0 = g(x)=0are cel putin o solutie in intervalul [-1,0]. 3p




. -4 3
2. (20p) In M, (R)se considerd matricele 4= [a q 6] SiB=A-A+ 4 - A+
a—

a) (5 p) Pentru a =10, determinati numirul intreg m pentru care 4> =mA .
b) (5 p) Pentru a =10, determinati matricea B .

L . a-4 3
¢) (10p) Determinati matricea A = 9
a

) 5 6 3)(6 3 60 30 6 3
Solutie:a) A" =A-A= . = =10 =104 = m=10.

8 4)(8 4) (80 40 8 4
b) Din relatia de la punctul a), obtinem 4°> =104 = A4’ =10°4,..., 4 =104 =
B—A—A2+A3—A4 = A =(1-10410% —...—10*) 4 =
2026 2026 _ 2026
_(10 -1 101 12107
-10-1 —11 11
) 4 = (a=4 3 ) _(a’-8a+40  6a-30
a—6 16a—80 a*—12a+60)°

a— 2a+16 6 5 )
24+241, =2 ;A" =2A4+241, < a” —10a+24=0,
8 a—=6 1 2a+12

2 3
6a—30=6,16a—80=16,a* —14a+48=0. De aici rezulta a=06si Az(g Oj.

Barem

j care verificd relatia 4° =2A4+241,.

_ 4206

) 6 3)(6 3) (60 30
a) A°=A-A= : = =
8 4)\8 4) |80 40

3p
6 3
=10 =104 = m=10 2p
8 4
b) 42 =104 = £ =10°4,.., 42 =104 = B=A- A + & — 4" +..— 4™
=(1-10+10> —...—10**)4 3p
2026 2026 2026
_G10 1 10 12107 2
~10-1 ~11 11
2 _8a+4 - 2a+16 6
) A=A A= a” —8a+40 26a 30 244241, - a 3p
16a—80 a —12a+60 16 2a+12
A =24+241, < a>-10a+24=0,6a-30=6,16a—-80=16,a" —14a+48=0 4p
, 2 3
—=a=06si A= g 0 3p




‘ax2 +bx+c

3. a) (10p) Fie a,h,ceR, a>0,c<0si functia f:R—{l} >R, f(x)= . Determinati

a,b,c, astfel incat f(0)=-2, iar dreapta havand ecuatia y =x+2sad fie asimptota oblica la

ramura spre +oo a graficului functiei f .

b) (10p) Calculati lim (\/x2 +x X+ 2% A X X +nx).

Solutie:

a) Deoarece f(0) =—|c] si, totodatd, f(0)=-2, rezultd |c|=2, de unde c=-2 (pentru cd c¢<0).

Cum y = x+2 ecuatia asimptotei oblice spre +oola G, rezultd m =1 si n=2.

Cum m= hmf()

X—>+0 X

|a| =a (pentru cd a>0) si, pe de alta parte ,m =1, deducem cd a=1. Deci

‘x +bx — 2‘

S ="

x—1

. . . ) . x> +bx—2 A .
Deoarece intr-o vecindtate a lui 400, x” +bx—2 >0, rezultd ca f(x) =——— . Avand in vedere ca
n=lim(f(x)—x)= 1im%=b+l,deducemcé b+1=2,deunde b=1.Deci, a=b=1si c=-2
X—>+00 X—>+00 x_
b) lim (\/x2 +x +x)+ lim (\/x2 +2x+x)+...+ lim (\/x2 +nx+x)=
fim —— o lim 2 lim Y~ lim b lim 2t lim 2

X—>—0 ,x +x—x T ,x +2x —x I }xz +nx—x T —2x xo—0_Dx T e 2x
(1 2 nj n(n+1)
= -4+ = |=—

2 2 72 4
Barem
a) f(0)=—|c|, f(0)=-2=|c|=2 sicum c<0 = c=-2. 2p
¥ = x+ 2 ecuatia asimptotei oblice spre +oola G, =>m =1 i n=2
m = lim L&) =la|=a sicumm =1 =a=1=

X—>+00 X

‘xz +bx—2‘ _ x> +bx—2

f(x)= ) =) deoarece intr-o vecinitate a lui +o0, x> +bx—2 >0 4p

n=lim(f(x)- x)—vlﬁw%=b+1:>b+1:2:b:1. 2p
b) xlirrgo(\/m+x)+}irr30(x/m+x)+...+}ir}}o(m+x)= p
lim —— 4 lim —— 4 lim e =

H—wm o m X P m —x 4p

X 2x nx 1 2 n n(n+1)
im ——+ lm =2 4t lim o =~y 2y 4 2| =BT
2 2 2 4

x>0 Dy x>0 —Dx x——0 Dy




4. a) (15p) Intr-un proiect de amenajare a unui parc urban, un arhitect trebuie sa verifice daca trei stalpi
de iluminat, pozitionati pentru a ilumina o alee dreapta, sunt aliniati perfect, echidistant, pe o linie dreapta.
Acest lucru este esential pentru a optimiza cablul electric subteran, care trebuie sa urmeze o traiectorie
liniard minima, reducand astfel costurile. Coordonatele stalpilor in planul parcului, masurate fata de un
punct de referinta fix sunt: stalpul 1 — punctul A(2,3), stalpul 2 — punctul B(5,7) si stalpul 3 — punctul C(8,
11).

La ce concluzie a ajuns arhitectul: acesti trei stalpi sunt coliniari si echidistanti ?

b) (15p) In cadrul aceluiasi proiect, arhitectul trebuie si amenajeze un parc in formi triunghiulara,
delimitat de punctele 4, B, C, unde 4(2,3), B(2m+1,2)si C(3,2m+2). Pentru optimizarea costurilor de
amenajare, inclusiv cantitatea de gazon sau pavaj necesar, arhitectul trebuie sa determine coordonatele
punctelor B si C astfel incat aria terenului triunghiular ABC sa fie minima.

Care sunt coordonatele punctelor B si C gasite de arhitect?

2 31
Solutie: a) Pentru ca punctele A, B, C sa fie coliniare este necesar ca A=0,unde A=|5 7 1. Prin
8 11 1
calcul se aratd cda A =0, deci punctele sunt coliniare si cei trei stalpi sunt asezati in linie dreapta.
+ . + .. . . .. .
Cum % =X, sl YaTVe _ vy » rezultd ca punctul B este mijlocul segmentului AC, deci stalpii asezati
in A, B, C sunt echidistanti.
. 2 3 1
. o S 1
b) Stim cd aria triunghiului ABC este A4, ;. :5|A ,unde A=2m+1 2 1 :—[(2711—1)2 +1]
3 2m+2 1

2 . . | . .
Cum (2m—1)" >0, oricare ar fi m e R, rezultd cd A, ;. > 3 oricare ar fi m € R. Deci valoarea minima

1. < o . . 1.
pentru A, . este 5 1ar aceastd valoare este obtinutd atunci cand 2m—1=0 si m =5 Prin urmare,

B(2,2)si C(3,3).

Barem
2 31
a) A, B, Csunt coliniare<> A=|5 7 1|=0; A=14+55+24—56—-22—15=0. 6p
8 11 1
6
w%z?zSsz s Yatde _ 3211 =7 =y, =B este mijlocul segmentului AC P
= stalpii asezati in A, B, C sunt echidistanti. 3p
1 ’ > 1 1 1 1
6
b) A, =—|Al,unde A=2m+1 2 1 ==|(2m-1) +1|==(2m—-1)"+=. p
) Ay =518, u Sl @m0 1= (2m-1) 2
3 2m+2 1




1 I 1 1 . 1
(2m-1)20= E(Zm -1y’ toEo > Ay pe = 5 —> valoarea minima pentru 4, ,,. este 3

valoare este obtinuta atunci cand 2m—1=0 si m = é = B(2,2),1ar C(3,3).

3p

Notda: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.




