OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
SUCEAVA, 7 februarie 2026
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a X-a

1. (21p) Daca numerele reale x,y,z au suma nuli, sa se arate ca pentru orice numar a € (O,+oo) , are
loc inegalitatea: log, (a" +a’ ) +log, (ay +a’ ) +log, (az +a’ ) >3.

Dan Popescu, Suceava
Solutie si barem:

Avem log, (a" +ay)+log2 (ay +az)+10g2 (az +a)‘): log, ((a’f +a")(ay +az)(az +a” )) =

10g2 (Zax+}*+z + a2x+y + a2y+x + a2y+z + a22+y + a22+x + a2x+z ) — 10g2 (2 + axfz + ayfz + ayfx + azfx + azfy + axfy)
.............................................................................................................................................................. 13 puncte
Deoarece a*” +a” ™ 22, +a” " >22,a " +a" 22, obtinem:
logz(a* +ay)+log2(ay +az)+1og2(az +a“‘)210g2(2+2+2+2):3.
............................................................................................................................................................... 8 puncte
2. a) (8p) Demonstrati ci, pentru orice numere complexe z,,z,, au loc inegalitatile:
||Zl|—|22||S|Zl —22|S|zI +|22|.
wekk

b) (13p) Determinati numerele complexe z pentru care 2|z2 +z+ 1| + |z3 | <1.

ITon Bursuc, Suceava
Solutie si barem:

a) Demonstreaza ||z, — |2, [ <[z, = 2] covvoereeeerieee s 4 puncte
Demonstreaza |z] —22| < |z] | +|Zz| .................................................................................................. 4 puncte
b) Din enunt deducem |z|3 < 2|z2 +z+ 1| +|z3| ST 2] ST 4 puncte

|22+z+1|£1—|z3|—|zz+Z+1|S|z3—1+22+Z+l|=|z|-|22+z+1|:|zz+z+l|£|z|-|zz+z+l|

............................................................................................................................................................. 4 puncte
Daci z> +z+1#0, atunci |Z| 21 ,deci |z| =1. Inlocuind in inegalitatea din enunt deducem ca
2|Z2 +z+ 1| <0=z"+z+1=0, ceea ce este in contradictie cu presupunerea ficuti. Prin urmare,
—1-iV/3 —1+i4/3
22+Z+1=0:>Ze{ T 2f} ........................................................................................... 5 puncte

3. (21p) Si se determine functia f:7Z —7Z astfel incit (a+b) f(x)= af(f(x)) +bx, VxeZ,unde

a,beZ\{-1,0,1} si a,b sunt numere prime intre ele.

Anca Andrei, Suceava

Solutie si barem:
Relatia din ipoteza se scrie in forma echivalenta

a(f(f(x))—f(x)):b(f(x)—x), WX € Z oo 5 puncte
Fie functia g:Z—7, g(x)=f(x)—x si relatia din ipoteza se scrie in forma ag(f(x))=bg(x) =

g(g(x)ﬂ){g(x)ﬁxez. (1)

In (1) luim x=neZ sinotim g(n)=k eZ :>g(k+n)=é-k.
a



Notam k+n=~h, :g(hl)zé-k = alk.
a

2

In (1) ludm x=h €Z sinotam g(h)+h=heZ = g(h)=—-g(h) :g(hz)zb—z-k = alk.
a

3

In(1) luim x=h, €Z sinotdm g(h,)+h, =h eZ = g(h)=—-g(h,) :g(hj)zb—3-k3 alk.
a

Q|®.S}|®

t

Daci notam h,=g(h_)+h_, teN, t>2, se arata prin inductie dupa ¢ ca g(ht)zb—t-k, VteN,
a

t>2,deunderezulticd a' /k, VteN, t>22 = k=0=g(n)=0, VneZ = f(x)=x, VxeZ.
......................................................................................................................................................... 16 puncte

4. (21p) Consideriam functia f:(0,+)—> R, f(x)=5"+9".
a) (5p) Aritati ci 5°%° cQ;
b) (6p) Aritati ca f(log;3)eN;

c) (10p) Aratati ca functia este strict crescitoare pe intervalul [« [log; 9,+oo) .
Supliment G. M. B. 10/2025

Solutie si barem:

) 557 20 €M ettt 5 puncte
1
b) f(log,3) =51 +9"e? =503 £ 9085 =34 5087 =34 52 =28 € N ..o 6 puncte
c) Fie x,x, e[allog5 9,+oo),xl <Xx,. Avem:
1 1 1 —x
f(xz)—f(xl ) =57 -5%+9% —9% =5" (5“2’*‘ —1) -9" [9 R —IJ. ................................................. 5 puncte
' L L ' By
Deoarece x,x, >log;9 si x, —x, >0, avem 9 =5  <5% i 5% -1>9"* —1>0, de unde rezulta
ca f (xz) >f (xl) , adica functia este strict crescatoare pe intervalul [./log5 9,+oo) e S puncte

Nota: Orice altd solutie corectd se va puncta corespunztor.



