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CLASA A VIII-A - Barem de corectare

Subiectul 1.

a) Determinati numerele intregi a si b care au proprietatea
(a+1,b—1) C (v/360,/2025] C (a,b)
b) Daca a, b, ¢ sunt numere reale, sa se arate ca
(a+b+c)a®+b*+c2—ab—bc—ca)=a®+b®+ 3 — 3abe

c) Sa se arate ca toate numerele naturale de trei cifre abc ale caror cifre verifica relatia a® + b3 +
¢ = 3abc se divid cu 37.

Solutie. a) Din (a+ 1,0 — 1) C (v/360,1/2025] obtinem V360 < a+1 < b—1 < +/2025 si din
(v/360,/2025] C (a,b) obtinem a < /360 < v/2025 < b.

4 puncte

Cum 18 < /360 < 19, obtinem a + 1 > 19 si a < 18, deci a = 18, si din +/2025 = 45 obtinem
b—1<455i b> 45, de unde b = 46.

3.5 puncte
b) Calcul direct.
7.5 puncte

¢) Fie abc un numar cu a®+ b3 +¢® = 3abe. Din b) avem (a+b+c)(a? +b*>+c? —ab—bc—ca) = 0
si cum a + b+ ¢ # 0, obtinem a? + b? + ¢ — ab — bc — ca = 0.

2 puncte

Dar atunci (a —b)? + (b—c¢)? + (¢ —a)? = 2(a®> + b*> + > —ab— bc — ca) = 0, de unde a = b = c.
3.5 puncte

Atunci abc = a - 111 = a - 37 - 3 e divizibil cu 37.

2 puncte

Subiectul 2.

a) Fie n € N astfel incat /n € Q. Aratati ca n e patrat perfect.
b) Fie m,n € N astfel incat /m + /n € Q. Aratati cd m si n sunt patrate perfecte.
c) Fie m,n,p € N astfel incat /m + /n + /p € Q. Aratati ca m, n si p sunt patrate perfecte.

Solutie. a) Fie \/n = %, unde a,b € N, cu (a,b) = 1.

3 puncte
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Atunci a? = nb? si daca b # 1, atunci fie p un divizor prim al lui b. Rezulta ca p|a, contradictie

cu (a,b) = 1.

3 puncte

Deci b =1 si n = a? e patrat perfect.

1 punct

b) Fie ym + /n =r € Q. Daca r = 0, evident m = n = 0 sunt patrate perfecte.

1.5 puncte
i ridi 2 2 +m—n
Avem /n = r—y/m de unde, prin ridicare la patrat, n = r* — 2ry/m +m < Vm = — € Q.
T
4 puncte

Din punctul a) rezulta cad m e patrat perfect. Analog n e patrat perfect.
2 puncte
a
c) Fie Vm++vn+p=r= 5 € Q unde a,b € N*; atunci /m + /n = r — /p de unde, prin
ridicare la patrat, m +n + 2y/mn =2 +p — 2r\/p-

3 puncte

Din r = % obtinem mb* + nb* + 2b%\/mn = a* + pb? — 2ab,/p de unde VAabimn 4 \/4a2b2p =

a? 4 pb* — mb* — nb? € Q. Din b) obtinem c& /4a?b?p € N si atunci \/p € Q si din a) p e patrat
perfect.

4 puncte
Analog m si n sunt patrate perfecte.

1 punct

Subiectul 3.
Determinati toate perechile de numere naturale (m,n) cu proprietatea m3 = n3 +n? + 7n + 1.

3

Solutie. Fie m si n cu m3 = n® +n? + 7n + 1; atunci n® +n? + 7n + 1 e cub si e mai mare

strict decat n3.
8 puncte

Atunci 3 +n2+ T +1 > (n+1)® & 2n > n? Dacd n = 0, atunci obtinem perechea
(m,n) = (1,0). Daca n # 0, din 2n > n? obtinem 2 > n, deci n € {1,2}. Daca n = 1, atunci
m> = 10 nu e cub. Daca n = 2 atunci m? = 27, de unde m = 3.

13.5 puncte
Deci perechile cautate sunt (1,0) si (3,2).
1 punct

Subiectul 4.

Fie ABCD un tetraedru. Notam cu M si P mijloacele muchiilor AB si AC. Fie Q € AC astfel
incat CQ = 2AQ. Construim punctele S si T' simetricele punctelor D si B fata de M respectiv
P. Pe semidreapta (D@ consideram un punct E astfel incat DQ = 2QF si Q e intre D si E.
Aratati ca punctele T, E si S sunt coliniare.
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Solutie.

Desen.
2.5 puncte

1
Fie N mijlocul lui C'D. Din ipoteza avem AFE || CD si AE = §CD. Deci AECN e paralelogram,

deci E, P, N sunt coliniare, cu N mijlocul lui EN. Atunci diagonalele patrulaterului EBNT se
intersecteaza n mijloc, deci e paralelogram, deci ET || BN.

9 puncte

Avem cad AEND e paralelogram, deci EN paralel si egal cu AD. Dar i SADB e paralelogram,
deci AD paralel si egal cu SB. Deci EN paralel si egal cu SB, de unde SEN B paralelogram,
prin urmare SE paralel (si egal) cu NB.

10 puncte
Cum ES || BN si ET || BN rezulta ca E, S, T sunt coliniare.
1 punct

OBSERVATIE: Orice alta solutie corecta va fi punctata corespunzator.



