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SUBIECTUL 1 (20 de puncte)
Pe multimea G = R\{—1} se defineste legea de compozitie x * y = x + y + xy.
a) Demonstrati ca (G,*) este grup comutativ.
b) Determinati functia f: G — ]R* f(x) =ax + b,a,b € R, astfel incat (G,*) sa fie izomorf cu (R*,).

c) Calculati 1 *l* R

3 77 2026
Solutie:

Q) Parte STADIIA .....ccueeiiiieciccieie et bbbt nre e 2p
ASOCIALIVITALEA ...veevveveeiiesieeiesie et e et e et te et e st e et e sre e teeseesneesteeneesneenreenee e 2p
Elementul NEULIU, € = 0 € G ...oooveeeiiee et 2p
Elementele simetrizabile, cu x~1 = x_—+x1 E G oo 2p
Comutativitatea si justificare grup abelian...........ccovereririniniiieie e, 2p

b) f este morfismde grupuri = f(0) = 12D =1 oo 1p
f este morfism de grupuri = f(x xy) = f(x) - f(¥),Vx,y € G = a% = u.ccvvvuee.. 2p
f este izomorfism de grupuri = f bijectivi=a =1, deci f(x) =x+ 1oooveveiererennn, 2p

c) Folosind b), inductiv, avem: f(xq * x5 * .. x x) = f(x) " () = o (X)) covvvvvrinnnn 1p

1

Pe de alta parte,f(l *%*5* 2026) f(l) f( ) - f(ﬁ)

=2.3.2. A 1y A 2p
2 3 2026
Atunci,f(1*1*1 ...*L)—1 *DaZw k—— 1,
2 3 2026 3 2026
deci 1% Z# =% ok ——+ 1= 2027 = 1x 2% =% k= = 2026 oovvrvrrnsrrin 2p
2 3 2026 3 2026

SUBIECTUL 2 (20 de puncte)
Se considera (G,") un grup multiplicativ si x,y € G.
a) Ariatati cd (xyx~1)2026 = xy2026x~1
b) Aratati ca daca exista n € N*, astfel Incat (xyx~1)™ = e, atunci y™ = e.
¢) Stiind ca (y~1xy)* = e si xy = yx?, demonstrati cd (G,") este grup comutativ.

Solutie:
a) (xyx™1)2926 = (xyx D) (yx ™) o (XYX L) oo 3p
de 2026 de ori
=xy (X720 Y(xTIX)Y (XTI YT e, 4p
de 2025 de ori paranteza
Cumx~1x = e, (xyx™1)2026 = xy2026x 7L e, 3p
b) Dina), avem (xyx 1) = Xy XL s 2p
Din ipotezd, (xyx )" =e,decixy™x 1 =e oy =x" x>y = e, 3p
¢) Procedand ca lab), d|n (y~ xy)4 =D X = @ e 1p
DINxy = X2 2 YTIAY = X2 ot 1p
Atunci, x*=eo (x¥)? =e o (¥ xY)2 = e D X2 = € oo 2p

Deci, (xy)? = e © xyxy = e = yx = xy, deci grupul este comutativ...............c........... 1p



SUBIECTUL 3 (20 de puncte)
Se considerd functia f:R — R, derivabild, astfel incat f'(x3+ 1) = 4x si f(0) = 2026. Fie
F:R - R o primitiva a functiei f. Calculati:
2) lim F0-F(1)

x—>1 x2-1

b) [arctg(F(x))- f(x)dx.

Solutie:
g(x)=x3 inj. 3 3

a) Notimt=x3+1l—m——x=Vt—LteER> f'(t) =4Vt—1...........cee. oonnnn. 2p
fOE[f(®dt= 4Vt —1dt =33/t -1D*+C=f(x)=3Y(x—D*+c,cER............ 2p
F(0) = 2026 = ¢ = 2023 2 F(5) = 33/ G0 = D)% 4 2023 1oroeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 1p
F este primitiva a functiei f = F este derivabila pe Rsi F'(x) = f(x),VX E R ooeovvivvieinirienn, 1p

UH g

hmw [0 o lim Y gy L 2028 4p
x-1 x<-1 0 x—1 2x x—>1 2x 2

b) [arctg(F(x))- f(x)dx = farctg(F(x)) e G 1 & U 2p
int. partl ,

——=F(x)- arctg(F(x)) — [ F(x) - 1+F2( ) o € 1 & TR 2p

_ . _1 2F(x) - F'
=F(x) - arctg(F(x)) 2f1+F2(x) | (x)dx
3 . 1 (14+F2(0)
= F(x) - arctg(F(x)) — EITZ(@ ---------------------------------------------------------------------------------------- 4p
=F(x) - arctg(F(x)) — %ln(l F F2(X) 4 C oot 2p

SUBIECTUL 4 (30 de puncte)

O firma produce un bun al carui cost marginal (in sute de lei) este descris de functia c: [1,4] - R, c(x) =
Vx + In x. Costul total de productie este definit prin: C = [ 14 c(x) dx.

a) Calculati costul total in lei, stiind caln4 = 1,3755si 4, (6) = 4,6667

b) Costul efectiv al productiei este definit prin Ces(k) = k - C + 10 - In (k + 1), unde unde k > 0 este un
coeficient tehnologic. Determinati costul efectiv pentru k = 3, n lei.

c) Firma poate adopta o tehnologie alternativa descrisa de functia
fi[1L,4] >R f(x)=b(x—1%b>0
astfel incat [ 14 f(x)dx = g Determinati valoarea parametrului b.

Solutie:
4 1
a)C=J‘14(\/§+lnx)dx=f1 xde+f141nxdx ............................................... 1p
4 1/2 _ 2,321 _2(,2 _ _ 14 _
flx/dx—[gx/]1—§(42—1)——(8—1) B o 4 (6) e, 4p
fflnxdx=[xlnx—x]‘1*= ............................................................................ 4p
Z(41n 4= 4) — (1IN 1= 1) = 410 4= Berverveoeeee oo 2p
FolosimIn 4 = 1,375 = 4ln 4 = 5,5, deci:
JINAX % 5,5 =3 = 2,50ttt 2p
C = 13—4 + 2,5~ 4,6667 + 2,5 =7,1667 sute de lei = 716,67 l€i......cccceeveevvieevcieiiiieenen, 2p
D) Cof(3) =3+ 71667 + 10 - T0 4evvereee oo, 2p
Folosind In 4 ~ 1,375, avem:
Cof(3) = 21,5001 + 13,75 = 35,2501 SUE A& IE1..errrrrvrrrrereereeeeeeeeseeeeeeseeeeeeeeseesseseseesssese 2p
Cat(3) % 352500 8. vevveeeeeeee e oo 1p
C) [ b(x = 1)2dx = b+ [ = 1)2AXeurrrirrrrisenssensssessesssssssnssesssees e 2p
Schimbam Variabila u=x—1, deci:
= b 9 =2 =2 = 358335 5 b = 2222 = 0,39815. v 2p
Nota:

Se acorda 10 puncte din oficiu.
Orice rezolvare diferita de cea din barem se va nota corespunzator .



	a) 𝐶=,1-4-,,𝑥.+,ln-𝑥...𝑑𝑥=,1-4-,𝑥-,1-2...𝑑𝑥+,1-4-,ln-𝑥 𝑑𝑥..……………………………..…………1p
	,1-4-,𝑥-1/2..𝑑𝑥=,,,2-3.,𝑥-3/2..-1-4.=,2-3.,,4-,3-2..−1.=,2-3.,8−1.=,14-3.=4,(6)……………..…………….4p
	,𝐶-ef.(3)≈3525,01 lei……………………………………………………………...…………1p
	c) ,1-4-𝑏(𝑥−1.,)-2.𝑑𝑥=𝑏⋅,1-4-(𝑥−1.,)-2.𝑑𝑥..................................................................................2p

