STERUL EDUCATIED §1 CERCETARL

" OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala 7.02.2026

Judetul Buzau

CLASA aIX-a

Subiectul 1 (21 puncte)

Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia:
x2 +9{x} + 4[x + 1] - {x + 2026} = ({x} + 2)?,
unde [a]reprezintd partea intreagd a numdrului a iar Ja} reprezinta partea fractionard a numéarului a.

Solutie si Barem

Ecuatia se mai scrie:

(x]+ P2 +90P +4(x]+ D)} =LP + 403+ 4 3p
[x]% + 2[x] - {x} + {x}? + 9{x}? + 4[x] - {x} + 4{x} = {x}° + 4{x} + 4

]2+ 6[x] L 4 {02 = 4o e 3p
([x]+30xD? =4 [x]+3{x}=2saux] +3{x}=—=2..ccoviiiiiiiiieiien 3p

1. Daca [x]+3{x}=2
[x] +3{x}=2e=x+2{x}=2=x=21-{x}) >0
Din [x] + 3{x} = 2 rezultd [x] £ 2. Deci [X] € {0,1,2} ... cvr ev v ver v eer e st et e e 3P
Daci [x] = 0 atunci {x} = % six = %, dacd [x] = 1, atunci {x} = i six = g, daca [x] = 2
atunci X} = 0 81 X = 2. 3p
2. Daca [x] + 3{x} =-2
0<{x}<1e0<3{x}<3= 3<-3{x}<s0=-5<-2-3{x}<-2

REZUIE [X] € {4, =3, — 2}ttt e sa st 3p
o . 2 . 10 o

Daci [x] = —4 atunci {x} = S six=—-=, dacid [x] = -3

atunci {x} = ési X = —g, dacd [x] = —2 atunci {x} = 0six = —2.

- 10 8 2 4

lnflnale{—?,—5,—2,5,5,2} .......................................................................................... 3p
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TERUL EDUCATIED $1 CERCETARY

Subiectul 2 (21 puncte)
* Si se arate ca in orice triunghi 4BC are loc inegalitatea:

a3 N b3 N c3 >az+b2+c2
b+c¢c c+a a+b 4

Solutie si Barem

a3 b3 C3 _ a4— b4 C4— ’ a4 b4 C4

oo enn 3p =

—_— + =
b+c  c+a a+b a(b+c) t+ b(c+a) c(a+b) ab+ac + bctba catch —
(a2+b2+c2)2 3
DD T ) e p

(ab+bc+ca)? _ ab+bctca

— 2(ab+bc+ca) - 2 : 3 p

in orice triunghi ABC sunt adevirate inegalitdtile:|b — ¢| < a,|c —a| < b,|la—b| < c...3p
care prin ridicare la pitrat conduc la:h? — 2bc+¢? < a® & 2bc > b? + c? — a’si analoagele.
2ca>c.2+a2—b2$i2ab>az+b2—c2 ................................................................................. 3p
Prin adunarea membru cu membru a celor trei inegalititi se obtine inegalitatea:

20b +2bc +2ca > A% + b 4 €2 3p

A e . ab+bct+ca at+bP+ct .. .
Prin impartire cu 4 se obtine > > 2 si apoi concluzia....................... 3p
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Subiectul 3 (21 puncte)

BM _CN _ AP

Fie triunghiul ABC si punctele M € (BC),N € (AC), P € (AB) astfel incat T T o
Fie G4, G,, G3 centrele de greutate ale triunghiurilor APN, BMP respectiv CNM. Sa se arate cd
triunghiurile MNP si GG, G5 au acelasi centru de greutate.

Solutie si Barem

C

B
G este centrul de greutate al triunghiului ABC dacd si numai daci GA+GE+GC=0....3 p
Doua triunghiuri ABC si A{B;C,; au acelasi centru de greutate daca si numai daca
AAy + BBy 4 CCy = 0o e, 3D

A ABC si A MNP au acelasi centru de greutate G.(Teorema lui Pappus sau demonstratic)...3 p

Réamane sa demonstra cd G este centrul de greutate al A G1G2G3..eveevnvininnnnnn.... SRR 3p

GG, + GG, + GG3 =~(GA+GP + GN) +2(GB + GP + GM) + ~(GC + GM + GN) =3 p
3 3 3

= 2(GA+GE +GC) +=(GM +GN +GP) = 0., 6p
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Subiectul 4 (21 puncte)

L L &K a +1
 Determinati sirul (a,) _ definit prin a, =1 si ). ==
= o aa,, +1 8

, pentru orice n>1.

Solutie si Barem

Egalitatea din enunt fiind adevarata pentru orice numér natural n > 1, pentru n = 1se
obtine:

2 ag+1

i 8 Cuma; =1,rczulti a; = 3..ciiiiiiiiiiiiiiiiieinee, e teerereenereen 3p
. . 12 2?2 az+l . . . .
Pentru n = 2, egalitatea devine + = . Prin inlocuirea lui a; = 1sia, = 3
ayaz+1 azaz+1 8 ?
SEODIINE (g = S..iiitiiei i e 3p
Aratam prin inductie matematica faptul cd a,, = 2n — 1,pentru oricen > 1...... 3p

Considerdm propozitia B,: a, = 2n —1,Vn € N*
Propozitia Py: a; = leste adevarata.

Presupunem adevarata propozitia Py: a;, = 2k — 1pentru orice k € {1,2,3,...,n}..3p

2 2

n

: ; . k2 k

Egalitatea din enunt o putem scrie: Y ¢, ——— = Y2Z1 + de unde rezulta

g top Zk—l apag+1+1 Zk_l agag+1+l  ananes’
an+l  ap_1+1 n2

N e enenneneratrteanernesnranenrtanannen  aeeruetierncenennetncnnin 3p

8 8 Anlne1+1

adicy 2ntl_ Gn-1*l nt 1= n* ES =2n + 1, deci propozitia

8 8  apaps+l 4 (n-1)-apsi+l On+1 = > propozil
B, =2n—1,Vn € N este adeVarata.............ouuienieninnieneieeeeeeeeeeeaneenaennns 6p
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INISTERUL EDUCKATIED §1 CERCETARN

OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala 7.02.2026
Judetul Buzau

CLASA a X-a

Subiectul 1 (21 puncte)

Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia:

4
x+ﬁ=7

Solutie si Barem

Conditiile de existentd ale radicalilor si fractiel impun

X E (2, 00) uuuusrrseresssssssssesssseecsssssssss s LR RR RSS2 544885 RRRRR 1 R RRA 1148 R R R RS R R R RERS 3p
Observare SOIULIE X = 3 ....oooviiiriiirieiicer e 3p
Conform inegalitatii mediilor avem Yx — 2 = 3/(x —2)-1:1-1 < w =X 6 p

O S P SV By O WL S [ VI L g
X = —_—— —_— =X —_— = " —— =
x—o- x+l T x¥1 x+1 x x+1
................................................................................................................................................ 6p
Egalitatea poate avealocdacdx —2 =1six+1 = %:) x = 3 solutie unica................. 3p
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Subiectul 2 (21 puncte)

Fie numerele reale pozitive Xy, X3, ..., X1013 €U [%1] = [x2] = -+ = [X1013] = 2. Aratati ci:

logy, (5x, — 6) +logy, (5x3 — 6) + -+ +logy, ., (5%1013 — 6) + 108y, (5x; — 6) = 2026

Solutie si Barem

Pentruk € {1,2,...,1013} avem 2 < x, <3 & x;, —2=20s5ix,—-3< 0=

(xk—Z)'(xk—3)SO ................................................................................................... 6p
TP A A | BT e T T —— S 6p

5x; — 6 = x5 & logy, (5x; — 6) = 2logy, X7,5x3 — 6 = X e logx (5x3 — 6) = 2logy, X3
5X1013 — 6 2 x1o13 = logx1012 (5x1013 —6) =2 2 10gx1012 X1013 s

5x%; —6 =2 xf & logy, (51 —6) 22108y, . X1 s 3p

Prin adunarea acestor inegalitati avem
rlogxl (sz - 6) + lngz (SX3 - 6) +..+ logx1012 (SX1013 - 6) + Iogx1013(5x1 - 6) >

> 2(logy, Xz +10gy, x3+..+logy . X1013 + 108y ., %) 2

> 21013 - **{/logy, %7 " 108y, X3 108x, 1, X1013 " 108x, 415 X1 =2026uccvissersrercerrcre 6p

Str. Al. Marghiloman nr. 30, 120031, Buziu
Tel: +40 (0)238 721655, Fax: +40 (0)238 414655
www.isjbuzau 1o, E-mail: office@isjbuzaun.ro



,}Niﬁii%ﬁ UUQ&E}{ §LCERCE AR

k&

Subiectul 3 (21 puncte)

. o n A 1 < .
Fie z un numar complex, nereal astfel incat |Z + ;I = 2. S3 se arate ca

ZZOZ6 + —

| 2025 4 1

72026 72025

Solutie si Barem

n .- . 1
Aratam cd, in conditiile din enunt, |Z2 + 2z

z
1\2 1\2
ey = e
Am folosit inegalitatea |a + b| < |a| + |b| in forma |a — b| + |b| = |a| &
Sla—b| = |al - |b].

—|2|=|z+§|2—2 .......... 6p

1
Avem , |Z2 +
zZ

1|2 1
- <=>|Z+;I —|Z+'Z-|—ZZO<=>

2
1
RiamaAane de aritat ci |Z + ;l —-22> |

(:)(|z + §| - 2) . (|z + il + 1) > 0 care este adeVArati.......mmmessssrssmssssssssssssns 3p
Mai departe procedam prin inductie. Presupunem cdpentrun € N,n = 2, n fixat avem

1 -1 1 1
|Z"+Z—n|2| n +—|51aratamca| i _|Z"+-Z-,; ....................................... 3p
et el = (c2)- () () 2+ (0 D)t 2

. R 1 -1 1 L N

2|2+;| A B e e R | B e B e R
—|z"‘1+ZTl_1-|2 z"+zin ................................................................................................... 6p
Pentru n = 2025 s¢ 0btine coNClUZia..........c.ccomiiririiiiniiiecicinciinii e 3p
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INISTERUL EDUCATIEL S CLRCETARI

Subiectul 4 (21 puncte)

Determinati functiile f: (0, ) — R astfel incat sa fie indeplinite conditiile:
a) f(x) <lgx,vx € (0,00)
b)) fOy) <)+ f(),Vx,y € (0,00)

Solutie si Barem

Din conditia a) pentru x = 1 obtinem f(1) < Igl =0 & f(1) < O, 3p

Din conditia b) pentru x = y = 1 obtinem f(1) S f() + f(1) e f(1) =0.Deci f(1) = 0.

Din conditia b) pentru y = i € (0, o) obtinem f (x . i—) <f)+f G)(:)
S0 f@) +f ()0 = —f O N () —————— 3p

. . A 1n 1 < (1 1 ' 1
Din conditia a) punand in loc de x pe —~ € (0, ) rezulta f (;) < lg; =-Ilgx=>lgx<—f (;)

................................................................................................................................................. 3p
Deci V x € (0,00) avem Igx = f(x) = —f G) 2 LGX i 6p
Rezultd f(x) = 1gx, VX € (0,00).uiieiiiiiiiiisceiecteei ettt s 3p
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala 7.02.2026
Judetul Buzau

CLASA a XI-a

Subiectul 1 (21 puncte)

x 0 x
Se considerd matricea A(x) ={0 0 0], x€R.
x 0 x

a) Sa se rezolve ecuatia det(A(x) — I3) = 1;

b) Determinati numarul natural n pentru care ,
A2+ (A@))2+ (A(R))*+...... +(A(11D))* = AQ2n - (n+1)).

Solutie si Barem

x—1 0 x
a) det(A(x)— )= 0 -1 0 [==-(@x-1D?+x*=1>x=1;
X 0 x-1

............................................................................................................................................... 9p
x 0 x\ /x 0 «x 2x% 0 2x?
b) A2(x)={0 0 0)-[0 0 0]=[ 0 0 0 | i, 3p
x 0 x/ \x 0 x 2x% 0 2x?
24 0 24
(A(D)? + (A2)2 + (AB3)*+...... 44112 = 0 0 0 | unde
24 0 24
A=12 4224324 U2 = 22 6p
Din egalitatea (A(1))2 + (4(2))? + (A(3))%+...... +(A(11))? = A(2n - (n + 1))data in cerint3 si din
faptul ca matricele sunt functii bijective rezultd ca 2 - 11'162'23 =2n-Mm+1)=>n=22. e 3p
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Subiectul 2 (21 puncte)

Fie f: My(C) » Mz(C), f(X) = (X —12)* si M = {X € My(O)|f (X) = 0.}

a) Ardtati ca multimea M este infinita.
b) Dacid A € M atunci Tr(4™) = 2 sidet(A™) =1,Vn € N*

Solutie si Barem

a) Multimea {(1 -ZFZ 1—_22) lzeC } este inclusd in multimea M deci multimea M este infinita
..................................................................................................................................... 9p

b) Daci A € M atunci f(4) =0, © (A—1,)> =0, & A* — 24 + I, = 0, si din ecuatia
Hamilton-Cayley a matricei A rezultd Tr(4) = 2sidet(A) = 1......oovvnvinnininnnn 3p

Daci A € M atunci f(4) = 0, < (A —L)? =0,

fAY =AU -L)?=((A-L)A" +A4" 2+ -+ A+ 13))2 = (A—-L)*(4A" ' +
A2 4 b A+ L2 = fAATT A2+ A+ L) = 0,(A A2+ A4
2)2 = 0o e 6 puncte
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MINISTERUL EDUCATIEL $1 CERCETARY

Subiectul 3 (21 puncte)

Fie sirul (x,,)nen+ dat prin x; € R si 4¥n+1 = 2% + 2,

a) Aratati ci (x,)nen+ cste sir convergent si calculafi lim x,,.
n—oco

b) Calculati lim xy
n—-oo

Solutie si Barem

a) Pentru n€N* notim y, =2 € (0,0),y; =2¥ €(0,0) si atunci avem
Vo1r=Ynt 29O Vpy1 = VIn t2
Dacd x; = 1 atunci x, = 1, ..., %, = 1, sirul (,,)pen+ cste constant, convergent si are
BEIYHER 1o s e eee et et es e e e et s e mem e 3p
Daci x; > 1 & y; > 2 si prin inductie rezultd y,, > 2,Vn € N*,

+2-y? -2 +1
In Yn __(yn ) )<0,VnEN*.

Ynt1 T TN Yt 2t o+ 2+,

Deci sirul (3, )nen+ este descrescator, marginit inferior de 0, este convergent si trecand la
limita in relatia de recurenti se obtine I* = [ + 2 si cum [ = 0 avem
lim y, = 2= lim 2% = 2 = lim x,, = 1 = sirul (x;)nen-este convergent si are

n—oo Mn—00 n—-o0

132031 - Y PSPPSR P PSR PR 3p
Dacd x; < 1 © 0 < y; < 2 si prin inductie rezultd y, < 2,Vn € N*.
Voot — Yo = yn+2—yn _ Yn+2_:)’3% _ _(Yn_z)(yn+1)
VIn+ 2+, VIt 2+
Deci sirul () nen+ este crescitor, marginit superior de 2, este convergent si trecind la
limita in relatia de recurenti se obtine [* = I + 2 si cum [ > 0 avem
lim y, = 2= lim 2" = 2 = lim x,, = 1 = sirul (x,)pey+este convergent si are

>0,vyn € N,

limital.
Deci sirul (x,,)nen+ este convergent si lim x,; = Lo 3p
n—0o0
1 .
b) lim x = lim (1 +x, — et O = lmnen ) — g0 =9 3p
n—oo — 00
In2e 1 n 1 n
. 1 2 . Jn\ _ . & _ _
Jim n(x, — 1) = lmn-go-= lnzi@oln(z) - lnzrllll?oln(l 3 1) =
1 2 Y 1
— = Ti Yn—2\yn-2 2 _ BT _ _ .
_1n27111_r,§oln(1+ . ) =515 gl_r&n(yn 2) =0 3p
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. n+l-n -2 -2
llmn(yn —2) = lim = lim —/———— = lim -(yi’%—\/% =
5wt P P Wi
lim & 20n=D0ntynt2) _ o Onen=20n=DOmtymt2) _ o Onea=DOntyyn¥2) _
n—o0 VE—Yn—2 n-—»oo YE—yn—-2 n—>oo yntl

Subiectul 4 (21 puncte)

Calculati lim cos(nvn? +n).

n—o00

Solutie si Barem

lim cos(mvn? + n) = lim n cos(mvn? + n—nm +nm) =

n—oo
= lim [cos m(vVn? + n — n) cosnr-sin t(Vn? + n — n) SIN NI .ceerericcerereereecrernee 6p
mn—>00

rlli_r>£1°[(—1)" cost(Vn? +n— n)—O - sin 71(\/n2 +n —,n)] =

. no n%+n-n? n n _
= —1)"cosm- HM (— 1) COSTT " e et
7111—13010( 1) Vn2+n+n n—»oo( ) Vn2+n+n 6p
; n . 1
=lim(—1)"cosm-——— = lIM (1) COSTT " ettt 3p
n->o0 n( {1+%+1) n-eo ’1+%+1

n—->o0

. . R . 1 m .
Sirul (—1)™ este un gir marginit iar lim cos * J— =cos> =0 deci
1+=+1

- 1
lim (—1)" cos - =
n—o [141+1
n
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NISTERUL EDUCATIED 81 CERCETARY

OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala - 7.02.2026
Judetul Buzau

CLASA a XII-a

Subiectul 1 (21 puncte)

Fie (G,-) un grup multiplicativ cu elementul neutru e € G si x,y € G astfel incat

x? =y? = (xy)% Aritati ci x* = y* =e.

Solutie si Barem

X2 =(y)? . (D)X =xyxy DX = VXY (D) e oo it e 203D

Y2 =) . B) 2 V2 =YXy DV = XYXeec(4) et ettt 3D
| @)

Din (2) si (4) rezultd xy = (yxy)(xyx) = y(xy)*x Syy?x = y3x = xy = y3x...(5)..6p

Din (5) si (Qrezultixy =y3yxy=>xy=ytxy=syt=e........ 6p

Analogx* =e deunde x* = y* = e 3p

Subiectul 2 (21 puncte)

. - . e
Se considera siral (In)nz1, In = [, x In"xdx.
a) Sa se arate cd sirul (I,),»1 este convergent si sd se calculeze lim I, ;
. n—oo

b) Sa se calculeze lim n- 1, ;

n—oo

Solutie si Barem

a) ISx<e=0<xIn"x<e=0<1I, <e(e—1),decisirul (I,),>1 cstc mirginit.
ISx<e=>Ilx€[0,1] > In"'x < In"x > xIn""'x < xln"x > I,,; < I,,Vn € N*

Deci sirul (I,),,51 este descrescator si marginit = sirul(l,),»; este convergent.......3p
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Y 2
Ins = f{ x In"xdx = N (xz—z) In"*lxdx = x?lnn“x (13— f1 - (n +1) - In"xdx =

e  n+1
£ =>21n+1+(n+1) €2 6p

2
e? =2l +m+ DL, =22 +(m+ D=+ 31 20,1 < f; =

2
0<I, < ? si prin trecere la limitd in aceastd inegalitate rezultd lim I, = O........... 3p

- n—oo

b) Avem 0 <1, <——

n+2

Din I < I, sie? = 2I,,4 + (n + DI, rezultd

2

2 =2l + M+ DL <2l +(n+ DI, =+ 3D, =1, > —e+—

n+3
. . . e? e? N
Deci avem inegalitatea — < [, S ——, VL E N oot 6p
n+3 n+2
Prin inmultire cun € N* se obtme —3 <nl, < —_— 51 trecand la limitd lim n- I, = e?
mn—-00
........................................................................................................................................... 3p

Subiectul 3 (21 puncte)

Se considera functia f:R = R, f(x

a) Aratati ca f admite primitive pe intervalul (0, o) si determinati o primitiva pe acest
interval.
b) Caleulati [, f(x)dx

Solutie si Barem

a) f este continud pe (0, ) deci f are pﬁmitive pe (0 00) ............................ R 3p

Pentru x € (0,0) avem [ f(x)dx =
—x2\'
(%) D

—x2\2
1_(1 xz)
1+x

+fx-
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ISTERUL EDUCATIEL 31 CERCETARD

b) Pentrux € (—00, 0) avem

(1—xz)l ,
f fx)dx = dx=x- arccos =+
1-x2)?
1_(1+x2)
2 — . 1—x2 5
+[x ( |x|(1+x2)) dx = x - arccos +f1+ - Y+C
............................................................................................................................................. 3p

Decidaca F: R = R este o primitiva a lui f: R = R atunci F este de forma

a2
X+ arecos T—s = In(1 + x?) +cy, x € (0,00)
F(X) = Cy, x=0
— x2
2
X - arecos T +In(1+x )‘ + c3, X € (—0,0)

Din constructie si din continuitatea si derivabilitatea Iui F in 0 si F'(0) = 0 rezulta

¢1 = C; = €3 = ¢ € Rsicadoprimitiva pe R alui f este

1 — x?
X * arccos —In(1+x3) +¢, x € (0, 00)

1+ x?
F(x) = c, _ x=0

— x2

X - arccos >+In(1+x%) +¢, x € (—,0)

............................................................................................................................. 6p
S fGdx = F(1) = F(=1) = 7 = 0245 = N2 = 7 = 2IN2erccrrcscmsn 3p

Solutie alternativa la punctul b)

Daci se construieste, intr-un mod similar, primitiva pe intervalul [0, o) si se obtine

2

X arccos

A +xD+¢  x€ (0)
F(x) = 1+ x?
(5

x=0

Functia f este continua deci are primitive pe R si este integrabila pe [—1,1] si din paritate
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S2 f@dx =2 f] f(x)dx = 2(F(1) — F(0)) = 2 (g - lnz) =1 = 22 3p

Subiectul 4 (21 puncte)

Functia f:R - G, f(x) = zx este un izomorfism Intre grupurile (R, +) si (G,*).

+

a) Determinati multimea G.
b) Determinati legea de compozitie "

” ”

Solutie si Barem

_(1-e\  —2e2¥(1+e?*)-202%(1-e2%) . —4e%
a) Avem Caf (x) (1+ezx) - (1+e2%)2 T (14e2%)2 <0,Vx€R
1
lim £(0) = lim =2 = lim Z-= —1, lim_f(x) = Jim g 3
lm f = lim = er = lim _+1 = > Am = | Tqezx L P

Deci functia f este continud, derivabild, strict descrescatoare si bijectiva fiind izomorfism.

Rezultd €8 G = f(R) = (—1,1) toioreeeeeeeeeeeee et en e e 6p
b) Fiex,y € G = (—1,1). Deoarece f este bijectiva rezulta ci existd u, v € R astfel incét
x=f(u)y—f(v) ................................................................................................. 3p
_1- 2u — o2t u _ 1—x . 20 _ 1=y
x=f()= — _ o x +xe 1—e™ & e™ =—— sianaloge® = 1+y...3p
X 1—e2@+v) 1—e2U.g2V 1—% i;—;
Atuncix *y = f(w) * f(v) = flu+v) = e = 1romiem = I T =
1+x 1+y

_ +)a+y)-(1-x)(1- y) 1+x+y+xy—1+x+y-xy 2x+2y x+y
(1+x)(1+y)+(1—x)(1 y) T+x+y+xy+1—x—y+xy 2+2xy  1+xy’
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