
 

 

 

 

OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 

ETAPA LOCALĂ - 09 februarie 2025 

Clasa a XII-a 

 

 

Problema 1 

Fie grupul (G, ∗), unde  𝐺 = (0,1) și legea de compoziție 

  𝑥 ∗ 𝑦 =
𝑥𝑦

2𝑥𝑦−𝑥−𝑦+1
      definită pe mulțimea 𝐺. 

a) Să se determine 𝑎 ∈ (0, ∞) astfel încât funcția  𝑓: 𝐺 → (0, ∞),  

               𝑓(𝑥) =
𝑎𝑥

1−𝑥
 să fie izomorfism de la grupul (𝐺,∗) la grupul (ℝ+

∗ , ∙) . 

b) Să se arate că 
1

2
∗

1

3
∗

1

4
∗ … ∗

1

2025
=

1

2024!+1
   . 

 

 Problema 2 

Se consideră matricele : 𝐼3 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) și 𝑌 = (
0 1 1
0 0 1
0 0 0

). 

a) Să se calculeze 𝑌2 , 𝑌3 și 𝑌4; 

b) Se consideră mulțimea ℳ = {𝐴|𝐴 = 𝐼3 + 𝑎 ∙ 𝑌 + 𝑏 ∙ 𝑌2, 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ}.  

            Să se arate că înmulțirea matricelor este o lege de compoziție pe ℳ și că 

             față de această lege de compoziție ℳ este grup comutativ. 

 

Problema 3 

Fie 𝑓: (0, ∞) → ℝ, 𝑓(𝑥) =
1

𝑥(1+𝑥2)
 . 

a) Să se arate că ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

1
<

1

2
ln2 

b) Să se calculeze 𝑎𝑛 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑛

1
, 𝑛 ∈ ℕ∗ și lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 . 

 

Problema 4. 

Fie  𝑓: [0, ∞) → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥 − arctg𝑥. 

      a) Să se arate că 𝑓 este strict crescătoare și 𝑓(𝑥) ≥ 0, pentru orice 𝑥 ∈ [0, ∞). 

      b) Să se arate că  lim
𝑥→∞

𝑥

√∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑥

0

= √2. 

 

 

 

 

Notă:timp de lucru-3ore. 

Fiecare subiect este notat cu 7 puncte. 

Nu se acordă puncte din oficiu. 

Toate subiectele sunt obligatorii. 
 


