OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
SUCEAVA, 15 februarie 2025
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA aVll-a

1. Fie suma: S = /605 +~/2420 + /5445 + ...+ /49005 .

a) (3p) Aflati cati termeni are suma S.

b) (4p) Restrangeti suma S si aflati care sunt ultimele doua cifre ale numarului S 2.
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Solutie:
Suma S are 9 termeni.

b) S =115 +22/5 +33/5 +...+ 995
S =11/5-(1+2+3+..+9)
S =115-45=1495.5

S? = 495 .5are ultimele doui cifre 25.

Barem:
a) /605 =+/5-11% .12, /2420 =+/5-112 - 22, \[5445 = /5.112 -3, ..., /49005 = /5-11%-9% | 7 D
Suma S are 9 termeni. 1p
b) S =116 +22/5 +335 +...+ 995 1p
S =11J5-(1+2+3+...+9) 1p
S =11./5-45 = 495./5 1p
S? = 495 . 5are ultimele doua cifre 25 1p
2. a) (3p) Aratati ca: 1 _ Va-+b , pentru orice numere reale pozitive a=b.
\/5+\/5 a-b

b) (4p) Determinati numerele rationale x, y pentru care are loc egalitatea:

A B E0= |1 -y

Tamara Brutaru, Suceava



Solutie:

a) Calculand produsul (\/5+\/5)-(\/5—\/5)=a—\/a~b +Ja-b—b=a—b, obtinem

1 Ja-+b
Ja++b a—b
b) Din a) pentru a=3 si b=1 avem ! = V3-1 = V31 . Inlocuind obtinem:
J3+1 3-1 2

J_ ! ~3J3++3x= ‘1 \/_‘+|3 y|. Cum ‘1 \/_‘ J3-1, egalitatea devine: \/_(x——j 13- y|——.
1 7 7 ..
Cum ye@+:>|3—y|—5 eQ+:>\/§~(x—§JeQ+ (1), dar xeQ, = x—EeQ+ si din (1), cum

J3¢Q,, rezultd céx—%=0:> X=%, de unde |3—y|—%=0<:>|3—y|=%. Ecuatia are doui solutii:

5 . 7

y=§$1y=§

Barem:

2) (Va+b)-(va-vb)=a-a-b+vab-b=a-b 20
1 _Ja-+b

Ja+vb  a-b 1p

1 3-1 3-1

b) Di tru a=3 si b=1 = = 1
) Din a) pentru a=3 si avem N 5 p
fnlocuind ~ obtinem: */_ L 33+3x= -3 +[3-y|. Cum [1-3[=B-1,

1p
egalitatea devine: \/_(x——j [3- |——

1 7 7

Cum yeQ+:|3—y|—§ eQ+:>\/§-(x—§Je(@+ (1), dar xe Q, = X_§€Q+ si

1p

din (1), cum J§¢@+ ,rezulta ca x—g=0:>x=%.

|3—y|—%=0c>|3—y| =%. Ecuatia are doui solutii: y=g§i y=% 1p




3. Figura de mai jos, modeleaza zborul unei muste n apropierea unei cladiri a carei perete este reprezentat
de dreapta AD. Musca porneste din B si descrie cercul de centru C; in sensul acelor de ceas. Apoi din B
descrie cercul de centru C, in acelasi sens, apoi cercul de centru Cs, Cy, ..., C,, toate aceste centre fiind
coliniare cu A si situate la 2 m unul de celalalt. Musca se opreste din zbor in clipa in care atinge peretele.
Stiind ca «DAB = 30°si d(4, B) = 8 m, aflati:

a) (3p) Care este centrul cercului pe care se situeaza musca in clipa in care se opreste din zbor?

b) (4p) Care a fost lungimea zborului?

*k*

Solutie:

a) Zborul se opreste cand traiectoria coincide cu cercul tangent lui AD. Daca C,,este centrul acestui cerc,
. . . - AC, - . A . .
atunci d(C,, AD) este raza acestui cerc si este egala cu T” (teorema unghiului de 30° intr-un triunghi

dreptunghic). Dar AC,, = AB + BC(,,, dar raza este egala si cu BC,, adica cu 2n. Obtinem ecuatia 2n =

8+2
= o n = 4, centrul este C,.

: D1 . : :
b) Musca parcurge complet primele 3 cercuri si c din al patrulea cerc, adica lungimea zborului este:

2n-2+2n-4+2n-6+167”=“—”.



Barem:

a) Zborul se opreste cand traiectoria coincide cu cercul tangent lui AD 1p

. . . . o AC
Cpeste centrul acestui cerc, atunci d(C,,, AD) este raza acestui cerc si este egald cu T"

(teorema unghiului de 30° intr-un triunghi dreptunghic). 1p
Dar AC,, = AB + BC,, dar raza este egald si cu BC,, = 2n

Rezolva ecuatia 2n = o on = 4, centrul este C,. 1p
b) Musca parcurge complet primele 3 cercuri si % din al patrulea cerc 2p
lungimea zborului este: 2r -2+ 2m -4+ 2m- 6 + 167" = SOT” 2p

4. Fie patratul ABCD si M un punct pe latura BC. De aceeasi parte a dreptei AB se construieste patratul
AMNP,

a) (3p) Aratati ca punctele P,D,C sunt coliniare.

b) (4p) Demonstrati ca dreptele AC si CN sunt perpendiculare.

*k*

Solutie:

a) Cum ABCD si AMNP sunt patrate, <« BAM+ <« DAC=<« DAC+ <« DAP=90", de unde << BAM =

<« DAP, dar AB=AD si AM=AP, deci AMAB= APAD (L.U.L.) (1). Din (1) rezulta <t ABM =< ADP=
90°, dar <« ADC=90", deci «xPDC=180" = punctele P,D,C sunt coliniare.

b) Fie NQ L DC, QeDC. Cum <« MAB=<«NPQ (unghiuri cu laturi paralele) si AM=PN, atunci
triunghiurile dreptunghice AMAB= ANPQ (1.U.), de unde MB=NQ (2) si AB=PQ.

Din AB=PQ si AB=DC avem PQ=DC, de unde PD+DQ=DQ+QC, deci PD=QC (3).

Din (1) rezultd PD=MB, cum PD=QC (3) si MB=NQ (2), deducem ca NQ=QC.

Triunghiul ANQC este dreptunghic isoscel = <t NCQ=45", dar <« DCA=45"(AC este diagonald in
patrat), deci <t NCA=90°, de unde dreptele AC si CN sunt perpendiculare.

Barem:

a) Cum ABCD si AMNP sunt patrate, <<t BAM+ <« DAC=<« DAC+<« DAP=90", de unde 1
< BAM =« DAP P

< BAM =< DAP, AB=AD si AM=AP, deci AMAB= APAD (L.U.L) (1). 1p

Din (1) rezulta << ABM =< ADP=90", dar <« ADC=90", deci <« PDC=180" = punctele P,D,C

. 1p
sunt coliniare
b) Fie NQ L DC, QeDC. Cum <« MAB= < NPQ (unghiuri cu laturi paralele) si AM=PN, 1p
atunci triunghiurile dreptunghice AMAB= ANPQ (1.U.), de unde MB=NQ (2) si AB=PQ
Din AB=PQ si AB=DC avem PQ=DC, de unde PD+DQ=DQ+QC, deci PD=QC (3). 1p
Din (1) rezultd PD=MB, cum PD=QC (3) st MB=NQ (2), deducem ca NQ=QC. 1p
Triunghiul ANQC este dreptunghic isoscel = <« NCQ=45", dar <« DCA=45 (AC este 1p

diagonala in patrat), deci <t NCA=90", de unde dreptele AC si CN sunt perpendiculare.

Notd: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.



