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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a Xl-a

-1 -1
a) (4p) Determinati suma elementelor matricei A*%**.
b) (3p) Rezolvati in M, (R) ecuatia AXA=1,.

. . 2 3
1. Se considerd matricea Ae M, (R), A= :
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-1 -2 0 -1
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1 3 -1 0 .
Solutie: a) Prin calcul direct se obtine A’ :( j si A :( j Observam ca A’ =—I,, iar

de aici obtinem A°=1,. Rezultd ca A* :(Ae) A? = A%, prin urmare suma elementelor matricei

A** este egald cu 1.
b) Inmultind la stinga si la dreapta cu A°, ecuatia devine A°XA°® = A’I,A°, de unde X = A",

-2 -3
Cum A” =A°.A’. A, deducem ci X =—A. Asadar, X =( 11 J este singura solutie a ecuatiei date.

Barem.
.., (1 3y . , (-1 0
a) Calculeaza A° = si A’ = 1p
-1 -2 0 -1
Obtine A° =1, 1p
Demonstreazi ca A% = A? 1p
Finalizare 1p
b) Obtine X = A" 2p
-2 -3 . ) ..
X = 1 1 este singura solutie a ecuatiei date 1p

2. Fie Ae M, (C) si A' transpusa lui A. Spunem cd matricea A are proprietatea () daca verifica
egalitatea det( A—iA')=i-det(iA+A').
a) (3p) Arétati ca orice matrice Ae M, (C) are proprietatea (P).

a b
b) (4p) Fie A:(C d]eMZ(C). Stiind cd matricea A are proprietatea (P), demonstrati ca

_C)2
B

det(A)= (b

Dan Popescu, Suceava
Solutie: a) Pentru orice Ae M, (C) avem succesiv:

det( A—iA') = det(—i(At —%AD =(-iy’ det(A'+iA)=i-det(iA+A'), deci A are proprietatea (P).



b) La fel ca la punctul a), pentru orice matrice Ae M, (C) avem egalitatile:
. . 1 \2 . .
det( A—iA")=det| —i| A" —==A||=(-i) det( A" +iA)=—det(iA+A").
et( A-iA') e(l( iD(I)e( +iA) = —det (iA+ A')
Daci Ae M, (C) are proprietatea (7P), deducem ca i-det(iA+ At):—det(iA+ At), de unde

- a b
obtinem (1+i)-det(iA+A')=0, deci det(iA+A")=0. Tnlocuind A:[ d} in ultima egalitate,

c
a(l+i) c+ib 2yc?
obtinem ( _ ) =0, adica (2ad —b*~c?)i=0, de unde ad = b’ +c
b+ic  d(1+i)
= 24¢? b—c)’
In concluzie, det(A)=ad —bc = b”+c ~bc= ( 5 )
Barem.
a) Obtine egalitatea det( A—iA')= det[—i (At —% AD = (i) det(A' +iA) 2p
i
Finalizare 1p
b) Demonstreaza ca det(iA+ Al ) =0 2p
2 2
Obtine relatia ad = b"+c 1p
Finalizare 1p

3. Fie (a,),, un sir de numere reale cu proprietatea ca sirul (an2 +2a, + 2025) | este convergent.
2 n

a) (3p) Daca a, > -1, pentru orice ne N, ardtati cd sirul (a, ) _, este convergent.

b) (4p) Dati exemplu de un sir divergent cu proprietatea din enunt.
Mihai Piticari si Vladimir Cerbu, Campulung Moldovenesc

Solutie. @) Consideram sirul (b ) _,unde b =a;+2a, +2025 sinotim limb, =b, beR.

n—oo

Pentru orice neN" avem b, =(a, +1)° +2024, de unde obtinem b, >2024 si |a, +1 =./b, —2024.
Cum a,>-1, deducem ca |a,+1=a,+1, deci a, =-1+,/b,—2024, pentru orice neN". Rezultd

lima, =lim (—1+ b, — 2024) =-1++b-2024 e R, adica sirul (a,) , este convergent.

n—w n—oo

o 0, pentru n par ) .
b) Consideram sirul (a,) ., &, = _ . Deoarece a,, —0 si a,,, — -2, deducem ca
n=l —2, pentru n impar

sirul (a,) , nu are limitd, prin urmare este sir divergent. Pe de altd parte, cum b, =a, (&, +2)+2025,

nx1

rezulta b, = 2025, pentru orice neN", deci lim b = 2025, adici sirul (b, )  este convergent.

N—o0

Barem.

a) Demonstreazi cd a, =-1+./b, —2024, pentru orice ne N* 2p
Finalizare 1p

b) Construieste un exemplu de sir (an )nZl cu proprietatile cerute 2p
Justifica faptul ca (a,)  este divergent, iar (an2 +2a, + 2025)n>l este convergent 2p




4. Se considerd sirul (X, ), definit prin x, €(0,1) si x,,, =X, —arctg(sin® x, ), pentru orice ne N".

a) (3p) Aratati ca sirul (x,)  este convergent la zero.

b) (4p) Calculati lim(n-x,).

nN—o0
Anca Andrei, Suceava

Solufie: @) Pentru orice neN" avem x,,, —x, =-arctg(sin’x,)<0, prin urmare (x,)_, este sir
descrescator. Rezultd X, < x, <1, pentru orice neN". Din ipoteza avem x, >0 si vom demonstra prin
inductie ¢ x, >0, pentru orice neN . Presupunem X, >0, unde ke N". Tinand cont cd functia

< : < . 7 : :
tangenta este strict crescatoare pe intervalul (O, Ej, avem succesiv: x, , >0 < arctg (sm2 X, ) <X &

< sin®x, <tgx, <> sinx, -cosx <1< sin2x, <2, evident adevdrat, iar inductia este completa.
Deducem ca X, €(0,1), pentru orice ne N .

Deoarece sirul (Xn) este monoton si marginit, din teorema lui Weierstrass rezultd ca (Xn)

n>1 n>1

este convergent. Notam limx, = (. Evident (e [0,1] si, trecand la limita 1n relatia de recurentd, obtinem

n—oo

(= [—arctg(sin2 f) =0, de unde rezultd (=0.

. . : tg x, —sin® x :
b) Pentru orice neN avem tg xM:tg(xn—arctg(smzxn)): 9% —-—, prin urmare
1+1tg X, -sin” X,
11 1l+tgxsinfx, 1 sinfx(l+tg’x)  igx, 1
tgx,, tgx, tgx,—sin’x, tgx, tg xn-(tg xn—sinzxn) tgx —sin®x 1-sinx, -cosx,
U 1 1 . 1 < . . I
Deducem ca lim ——— |=Ilim - =1. In continuare, folosind criteriul Stolz-
el tgX,, tgx, ) "o l-sinX -COSX,
1 1 1
: : . X X X :
Cesaro, obtinem lim 1 _ lim 9% :|ImM=1,de unde lim(n-tgx,)=1.
n—w ntg Xn n—w n n—o n+l1-—n n—»o0
- o L Xo 4.
In concluzie, Lm(n~xn)_!]m(n tgx,) X =1.1=1.

Barem.

a) Demonstreazi cd sirul (X, ) , este descrescitor 1p
Demonstreazd ca X, € (0,1), pentru orice ne N* 1p
Demonstreaza ca limx, =0 1p

n—oo

b) Demonstreazi ca lim(n-tgx,)=1 3p

Finalizare 1p

Notda: Orice altd solutie corecta se va puncta corespunzator.



