OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
SUCEAVA, 15 februarie 2025
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE-CLASA a X-a

7' ’
1. Rezolvati in multimea (0,) ecuatia v/ XX —m =6.
12[X \/;

Traian Tamaian, S. G. M. 10/2024
Solutie si barem: Ecuatia este echivalenta cu:

3 1 1 1 1 1

37
bt = 142 = = - -
xs-xs—(x 4) =6 X8 < X2 = X4 =0 X8 o s 4p

1
Notdm X =t,t €(0,+0) si ecuatia se scrie t* —t* —6t =0 <> t(t —2)(t2 +2t +3) =0, cu solutia

TEALA POZILIVA T2 .ottt e ettt b e ettt n b nn e ennes 2p
Apoi t =2 < x=2° =256, deci multimea solutiilor este S ={256} .
2. Sa se demonstreze ca daca X,Y,z €(0,1) sau X,Y,z € (L,00) atunci are loc inegalitatea:

log, yz +log, xz +log, xy > 3+2(log,, x+log,, y+log,, z) .

Anca Andrei, Suceava

Solutie si barem:

Din ipoteza rezulta ca toti logaritmii care apar in inegalitate sunt strict pOZitivi........cccovvveeriveennnen. 1p

A . 11 4 .
Utilizand inegalitatea —+—>——,(V)a,b >0 obtinem ! + ! > 4
a b a+b log,,, x log,,y log,, Xy

log, x+1log, yz+log, y+log, xz > 4(1+log,, z) < log, yz +log, xz > 2+4log,, z.

Analog se obtin inegalitatile: log, xz+log, xy >2+4log,, x si log, yz+log, Xy >2+4log,, y .

Adunam ultimele trei inegalitati si rezulta

log, yz +log, xz +log, Xy = 3+2(log,, X+10g,, Y +100,, Z) ..ocvviriiiiiiii 2p

3. Functia f :R >R satisface proprietatea f (f(x))=x*+3x+1VxeR.
a) Sa se determine f (—1);
b) Sa se demonstreze ca functia f nu este functie injectiva;
C) Sase demonstreze ca nici functia g : IR — R care verificd g(x)= X —3xf (x)+1 nu este
injectiva.
Dan Popescu, Suceava



Solutie si barem: a) Din ipotezi se obtine f ( f ( f (X))) =f (X2 +3X +1) si
f (f (f (x)))= f (x)"+3f (x)+1, de unde f (x2 +3x+1): f(x)"+3f (x)+Lv¥xeR (1)
x=-1= f (-1)=(f (1)) +3f (-1)+1=(f (-1)+1) =0= f (-1)=-1.

b) Presupunem ci f este functie injectiva, deci f o f este functie injectiva, absurd, fiind o 'f'{ir'{é';zis

de gradul al doilea cu domeNTUL TR ........cviiiiiie e 2p

¢) Tnlocuim x =2 in relatia (1) si obtinem —1= f (~1)=(f (-2))’ +3f (-2)+1=

F(m2) €{=2, 7L}« oo 1p
Daca f(-2)=-2= f(f(-2))=f(-2)=-2 Pe de alta parte,

f(f (—2)) =(f (—2)) +3f (-2)+1=(- ) 3-(—2)+1=-1, contradictie. Rezulta in mod necesar

f (—2)=—1. Se obtine g(—-2)=g(—1)=—1, adicd g nu este functie injectivi..............cccoooorrrrurne. 2p

4. a) Fie a,be(0,0),a=b si numerele complexe z,,z,, cu bz, +az, #0. Demonstrati ¢ numarul

az, +bz . . o«

=—1——2 are modulul egal cu 1 daca si numai daca |z,|=|z,|.
bz, + az,

b) Demonstrati ca az,|2,| +b|2|2, " bz,|7,| + a2z,

<2, pentru orice a,be(0,0),a=b si z,z,eC
bz,|z,|+alz|z,  az|z,|+blzz, (0.50) ve2

care nu anuleaza numitorii.
lon Bursuc, Suceava
Solutie si barem: a) |z|=1<>|az, +bz,| = bz, + az,| < (az, + bzz)(azl +bz, ) =(bz, + azz)(bz1 +az, ) =N

a?|z| +ab(zlz+z_lzz)+b2|zz|2 =b?|z,|’ +ab(215+z_122)+a2|22|2 (2’ —b2)|zl|2 =(a® —b2)|22|2 =N

b)Folosind rezultatul de la punctul a) obtinem:
bz,|z,| +a|z|z, |

azl|zz|+b|zl|zzerzl|22|+a|zl|z2 Py az, |z,|+b|z|z,

bz,|z,|+alz|z,  az|z,|+blz|z, || bz|z,|+alz|z, | | az|z,|+blz|z, |

Nota: Orice altd solutie corecta se va puncta corespunzator.



