OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
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SUCEAVA, 15 februarie 2025
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a Xll-a

2024 —xy <1

1. a) (3p) Aratati ca oricare ar fi doud numere reale X,y € (—oo,l) are loc inegalitatea o

2024 — xy
2025—-X—y
Demonstrati ca legea ,,*” este comutativa si asociativa, dar nu are element neutru.

b) (4p) Pe multimea M = (—oo,l) se considera legea de compozitie X* Yy =

Gazeta Matematica

Solutie: a) Pentru orice X,ye(-«,1), avem Xx+y<2<2025, deci 2025—x—y>0, prin urmare
inegalitatea ce trebuie demonstrata este echivalentd cu 2024 —xy <2025—x—y. Ultima inegalitate
devine (x—1)(y—1)>0 si este evident adevaratd deoarece x—1<0 si y—1<0.

2024—-yx 2024 -xy

b) Pentru orice x,yeM avem yx*Xx= =
2025-y—x 2025-x-y

=X#*Yy, prin urmare legea

,, %7 este comutativa.
In continuare, observam ca pentru orice X,Y,z€ M avem:

2024 — X
o 2024—2025—x—yy-z _ 2024-2025-2024(x+y+2)+ Xy }
sop5_ 2024=Xy 20257 -2024-2025(X+y+2)+Xy+yz+2x
2025 Xy
2024 yz
X*(y*z): 2024_)(.2025—)/3/—2 _ 2024-2025—2024(X+y+z)+xyz |
2005y 2024—YZ " 2025° —2024-2025(X+y+12)+ Xy + Yz + 2X
2025~y -~z

Rezulta (X * y) *Z =X *(y * Z) , pentru orice X, Y,z €M , prin urmare legea ,,*” este asociativa.

Daca legea de compozitie ,,*” ar avea element neutru, atunci ar exista & € M cu proprietatea ca

2

X*6 =X, pentru orice XxeM . in particular ar trebui sa avem @+*6 =6, adica M =40, iar de
2025-20

aici obtinem 6°-2025-0+2024=0. Aceastdi ecuatic are doud solutii reale: & =1¢M si

0, =2024 ¢ M . Rezultd ca ,,*” nu admite element neutru.

Barem.
a) Pentru orice X,y e (—oo,l), avem deci 2025—x-y >0 1p
2024 —x .
Arati ci 25—y <1 < (x-1)(y-1)>0 care e adevdrata pentru orice X,y <1 2p
b) Demonstreaza ca legea de compozitie ,,* ” este comutativa 1p
Demonstreaza ca legea de compozitie ,,* ” este asociativa 2p
Demonstreaza ca legea de compozitie ,,* ”” nu admite element neutru 1p




X2 —x+1

X 2 ! XE(_OO'O)

2. Se considera m,neR si functia f :R—>R, f(x)= e +2%" +2x+4 .
mx—+n

, Xe[O,oo)
X+5

a) (3p) Determinati toate perechile (m,n) pentru care functia f admite primitive.
b) (4p) Pentru m=0 si n=1, determinati o primitivda F alui f cu proprietatea ca F (0) =0.
luliana Salar si Anca Tudose, Campulung Moldovenesc

Solutie: a) Avem f (0-0)=lim—X X+ _1
x20e" +2X°+2xX+4 5
Daca n=1, atunci X, =0 este punct de discontinuitate de speta I pentru f . Rezulta ca functia
f nu are proprietatea lui Darboux, deci f nu admite primitive.
Daci n=1si meR,avem f(0-0)=f(0+0)=f(0),deci f este continud in punctul X, =0.
Cum functia f este continud pe (—0,0) si pe (0,0), rezultd ca f este continud pe R, prin urmare f
admite primitive.

2
: X 2x+1 ,XE(—O0,0)
b) Pentru m=0 si n=1 avem f(x): € +2X1+2X+4 si conform punctului a)
-, Xe[O,oo)
X+5
functia f admite primitive.
X2 —x+1 . e*+x*+3x+3
Pentru x € (—,0), notim | :'[ - dx si J :j - dx. Observam ca
" +2Xx°+2x+4 e +2X"+2x+4
e* +2x% +2x+4 e +4x+2

1+3=] dc=x+C i cd J-I=]

. dx:ln(ex+2x2+2x+4)+c.
e +2X° +2x+4

X +2x2 +2x+4

Scazand aceste relatii obtinem | = %(X —In (ex +2X% 42X+ 4)) +C

. 1 . .
Mai observam ca, pentru xe(0,00) avem —5dx=ln(x+5)+C, prin urmare primitiva
X+

%(x—ln(ex+2x2+2x+4))+kp x&(~0,0)
0

cautatd va fi de forma F (X) = 0,

x

In(x+5) +k,, x €(0,0)
Tn mod necesar F trebuie sa fie continud in 0, deci F(0-0)=F(0)= F(0+O), iar de aici
obtinem —£|n5+k1 =0=In5+k,. Rezultd k; =l|n5 si k, =—In5.
2 2

Se verifica imediat ca primitiva cautata este functia F : R — R, unde



%(X—In(ex+2x2+2x+4)+ln5), X € (~0,0)

F(x)= 0, x=0
In(x+5) —In5, xe(0,00)

Barem.

a) Arata ca f(O—O)=1 f(0+0)—§ si £(0)= g 1p
Demonstreaza ca pentru n =1 functia f nu admite primitive 1p
Demonstreaza ca pentru n=1 si me R functia f admite primitive 1p

2 —
J. X 2X+1 dx:l(x—ln(ex+2x2+2x+4))+c 2p
e +2x° +2x+4 2
Finalizare 2p

3. (7Tp) Se considera a,beR cu a<b si functiile integrabile f,g:[O,l]—)[a,b]. Stiind ca
2 2
jlf(x)dxsa+b a-+b .
0 2
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Solutie. Cum a<f(x)<b si a<g(x)<b, rezulta (f(x)-a)(g(x)-b)<0, pentru orice x<[0,1].

sica j:g(x)dXSaTm,demonstragi ci ij(x)-g(x)dxg

Deducem ci f ( )-g(x)<a-g(x)+b- f(x)—ab, pentru orice x €[0,1]. Prin integrare, obtinem

2 2
[ 1(x)-g(x)dx<a:[g()ax+b-['f (x)x—[‘abdx<a- 222 5. 250 _gp 2T
0 2 2 2
Barem.
Demonstreaza ca f (x)-g(x)<a-g(x)+b- f (x)—ab, pentru orice x €[0,1] 4p
Finalizare 3p

4. Fie (G) un grup finit cu elementul neutru e. Stim ca acest grup G admite un subgrup propriu H

cu proprietatea ci X° =e, pentru orice Xxe G\ H .
a) (3p) Aratati ca exista un astfel de grup.
b) (4p) Daca ord(G)>2-ord(H ), aratati ca grupul G este comutativ.
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Solutie: a) Consideram G =S, grupul permutarilor de gradul 3 si T multimea transpozitiilor din S, .

Avem ord(G)=3!=6 si T ={r,,7,,7,}, unde 123 123 si 123 Stim
=9o-= = ’ ’ ’ 0= y Ty = Ty = .
3 1 2 3 1 2 1 3 2 1 3 2 3 3 3

1 2 3 ., (1 23 .
. Atunci o° = , prin
2 31 312

Fie H :{e,a, 02}. Evident H este subgrup propriu al lui G si x* =e, pentru orice Xxe G\H .

< 2 : g 1 2 3
ca 7° =e, pentru orice 7T . Notam e= 12 3 si o=

urmare G ={e,<7,0'2,71,2'2,73}-



b) Daca aeH si xeG\H , atunci axe G\ H , deci (ax)2 =e, adica axax=e. Multiplicand,
la dreapta, mai Tntai cu x apoi cu a™ obtinem ax=xa™, (1). Aici multiplicdm la stdnga cu a™, iar la
dreapta cu a si obtinem xa=a"'x, (2).

Pentru ue G\H consideram functia f,:H —G\H , unde f,(x)=ux. Functia f, este bine
definitd, iar din ipoteza ord(G)>2-ord(H) deducem ci f, nu este surjectiva, deci existd veG\H

pentru care v Im( f,). Daca uve H , atunci v=u®v=u(uv)elm(f,), fals, deci uve G\ H .

&) 1 (2)
Pentru orice aeH avem (uv)a™ = a(uv)=(au)v = (ua™)v=u(av) = u(va)=(uv)a, deci

—_
=

a=a".Rezultici a®> =e, pentru orice ae H .
n concluzie, avem x? =e pentru orice x G, deci G este comutativ.

Barem.

a) Prezinta si argumenteaza un exemplu de grup cu proprietatea ceruta 3p

b) Obtine relatiile (1) si (2) 1p
Demonstreazi ci a° = e, pentru orice a e H 2p
Finalizare 1p

Nota: Orice altd solutie corecta se va puncta corespunzdtor.



