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Olimpiada Națională de Matematică 

Etapa Locală  

Clasa a XII - a  

BAREM DE EVALUARE ŞI DE NOTARE 

 

• Nu se acorda puncte din oficiu. 
• Pentru orice soluție corecta, diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzător. 
• Fiecare exercițiu este punctat de la 0 la 7. 

 

1. Să se calculeze integrala   ∫ 𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟑𝟑
𝒙𝒙(𝒙𝒙+𝟏𝟏)(𝒙𝒙+𝟐𝟐)(𝒙𝒙+𝟑𝟑)+𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒅𝒅,𝒙𝒙 > 𝟎𝟎 

. Fie 𝐼𝐼 =  ∫ 2𝑥𝑥+3
𝑥𝑥(𝑥𝑥+1)(𝑥𝑥+2)(𝑥𝑥+3)+2026

𝑑𝑑𝑑𝑑 =  ∫ 2𝑥𝑥+3
[𝑥𝑥(𝑥𝑥+3)][(𝑥𝑥+1)(𝑥𝑥+2)]+2026

𝑑𝑑𝑑𝑑…………………………2p 

= ∫ 2𝑥𝑥+3
(𝑥𝑥2+3𝑥𝑥)(𝑥𝑥2+3𝑥𝑥+2)+2026

𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 2𝑥𝑥+3
(𝑥𝑥2+3𝑥𝑥)2+2(𝑥𝑥2+3𝑥𝑥)+1+2025

𝑑𝑑𝑑𝑑…………………………………2p 

=∫ (𝑥𝑥2+3𝑥𝑥)′

(𝑥𝑥2+3𝑥𝑥+1)2+2025
𝑑𝑑𝑑𝑑……………………………………………………………………………2p 

Finalizare ………………………………………………………………………………………..1p 

 

2. Fie mulțimea 𝑴𝑴 = �𝒎𝒎
𝒏𝒏

 �𝒎𝒎,𝒏𝒏 ∈ ℤ,𝒎𝒎 ș𝒊𝒊 𝒏𝒏 𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 } și 𝑮𝑮 = 𝑴𝑴 × ℤ. 

Pe 𝑮𝑮 definim legea de compoziție (𝒂𝒂𝟏𝟏,𝒃𝒃𝟏𝟏)  ∗ (𝒂𝒂𝟐𝟐,𝒃𝒃𝟐𝟐) = ( 𝒂𝒂𝟏𝟏𝒂𝒂𝟐𝟐,𝒃𝒃𝟏𝟏 + 𝒃𝒃𝟐𝟐), oricare ar fi 𝒂𝒂𝟏𝟏,𝒂𝒂𝟐𝟐  ∈

𝑴𝑴 ș𝒊𝒊 𝒃𝒃𝟏𝟏,𝒃𝒃𝟐𝟐  ∈ ℤ. Arătați că: 

a) (𝑮𝑮,∗)formează un grup. 

b) functia 𝒇𝒇:𝑮𝑮 →  ℚ∗,𝒇𝒇�(𝒂𝒂,𝒃𝒃)� = 𝒂𝒂 ∙  𝟐𝟐𝒃𝒃 este un izomorfism între grupurile (𝑮𝑮,∗) 𝒔𝒔𝒔𝒔 (ℚ∗,∙). 

. a) 

Parte stabilă …………………………………………………………………………………..1p 

Asociativitate…………………………………………………………………………………1p 

Elem. neutru ……………………………………………………………………………….…1p 

Elem. simetrizabil…………………………………………………………………….………1p 

     b) 

Morfism……………………………………………………………………………………….1p 

Injectivitate……………………………………………………………………………………1p 

Surjectivitate…………………………………………………………………………………..1p 
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3. Fie funcția 𝒇𝒇:ℝ → ℝ ș𝒊𝒊 𝑭𝑭 o primitivă a sa cu proprietatea că 𝒆𝒆𝒙𝒙−𝑭𝑭(𝒙𝒙) = 𝑭𝑭(𝒙𝒙), (∀)𝒙𝒙 ∈ ℝ.       

Calculați  𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒙𝒙→∞

𝒇𝒇(𝒙𝒙)
𝒙𝒙

. 

. F primitivă a lui 𝑓𝑓 ⟺ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹′(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥−𝐹𝐹(𝑥𝑥) ∙ (1 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥))……………………………..2p 

Se obține că 𝑒𝑒𝑥𝑥−𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
1−𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 0 => 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ [0,1) (mărginită)……………………………3p 

În acest caz, avem că lim
𝑥𝑥→∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

= 0……………………………………………………………2p 

 

4. Se consideră grupul (𝑮𝑮,∙) și elementele 𝒂𝒂,𝒃𝒃 ∈ 𝑮𝑮, iar 𝒙𝒙 = 𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂−𝟏𝟏. Să se calculeze 𝒙𝒙𝟐𝟐,𝒙𝒙𝟑𝟑, 𝒙𝒙𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐. 

 𝑥𝑥2 = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎−1)(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎−1) = 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎−1𝑎𝑎)𝑏𝑏𝑏𝑏−1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎−1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑎𝑎−1 

𝑥𝑥3 = 𝑥𝑥2 ∙ 𝑥𝑥 = (𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑎𝑎−1)(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎−1) = 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑎𝑎−1𝑎𝑎)𝑏𝑏𝑏𝑏−1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎3𝑎𝑎−1………………………………….3p 
presupunem că 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎−1 pentru un 𝑛𝑛 dat și demonstrăm prin inducție că  𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑎𝑎−1 
𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∙ 𝑥𝑥 = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎−1)(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎−1) = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛(𝑎𝑎−1𝑎𝑎)𝑏𝑏𝑏𝑏−1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑏𝑏𝑏𝑏−1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑎𝑎−1…………...….3p 
Deci, 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎−1,∀𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ => 𝑥𝑥2025 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2025𝑎𝑎−1………………………………………..…..1p 
 
 

 

 

 


