=
=4 ) ; | MINISTERUL EDUCATIEI §1 CERCETARIT
22! Inspectoratul Scolar Judetean JARES %

s lasi

Olimpiada Nationala de Matematica 2025
Etapa locala - Iasi, 31 ianuarie 2025
Clasaa Vll-a
Barem de notare si evaluare

Problema 1.
a) Aratati cd daca n € N, atunci \/2001 —+/2001 — n nu este rational.
b) Determinatin € N, astfel incdt numarul \/ 2001 + /2001 — n sd fie rational.

Solutie:

a) Daca \/2001 —+/2001 —n € Q, atunci V2001 —n € Q, deci v2001 —n € N si 2001 —
V2001 — n este numar natural patrat PErfeCt ..........oovviiiiiiiiiiicie 1p
0<2001-n<2025, deci 0< V2001 — n<45 i 1956<2001-vV2001 —n <2001.........ccovevinennnnns 1p
Intre 1956 s1 2001 nu exista patrate perfecte pentru ca 442=1936 si 45220025 . 1p
2001-V2001 —n nu poate fi patrat perfect, deci +/2001 —v2001—n nu este
1218 0] 1 1 DO TSP PSR 1p
b) Daca \/2001 + /2001 — n € Q, atunci 2001 + V2001 — n trebuie sa fiec numar natural patrat
0T =T PSSR 1p
Dar 2001<2001+V2001 — <2046 .. oo e Ip
Singurul patrat perfect cuprins intre 2001 si 2046 este 2025 deci n=1425........c.ccoiiiiiiiiinnn. Ip

Problema 2.

) A . 1,1, 1
a) Fie a>b>c>0, numere reale astfel incdt ab-c=1 i a+b+c>; toto Aratati ca a>1>b.

b) Aflati xe N astfel incat numarul /x —\x —\/x sd fie numar intreg.

Solutie:
. - 1 1. 1 . 1.1 1 .
a) Daca a< 1, atunci din c<b<a< 1, avem a< o b< o si c<;, rezultd a+b+c<; + > + - contradictie

(U] o10] (=74 VPSP Ip
Deci a>1.

Daca b>1, atunci a>b>1.  Folosim inegalitatea mediilor pentru a si % obtinem aJ% > 2 iar pentru
bsi %, b+% > 2.Deaiciavema-1>1 — % sib-1> 1 — % ................................................... 1p

Prin inmultire avem (a-1)(b-1) =(1—--)( 1-—3), echivalent cu ab-a-b+1>1--

1 1
E+E ................................................................................................................................................. 1p

. . 1 RN . N . o . 1.1 1
Din abc=1, obtinem c=— si inlocuind in relatia precedenta obtinem a+b+c< PR

contradictie cu ipoteza, deCi DT ..o e e e e e e e e e 1p
b) Daca X —x— \/E este numadr intreg, atunci v/ x — \/E este numar intreg si \/7 este numar
3L (OO P PP 1p
Deci x=n?, n € N, iar x — \/E:nz-n:n(n-l) care trebuie sa fie patrat perfect...........cccvvvrieeiieennn. 1p
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Daci n> 2, din (n-1)2<n(n-1)<n?,avem ci n(n-1) nu este pitrat perfect deci nu avem solutii mai mari
sau egale cu 2. Solutiile sunt n=0, X=0 SI D=1, X=T1 ....ceoriirirrirrrerer e e 1p

Problema 3.

In triunghiul dreptunghic ABC cu «A=90° si «<B=60°, bisectoarea unghiului B intersecteazd mediana
AM in H si cateta AC in P. Daca N este centrul de greutate al triunghiului ABM, Q este simetricul punctului
N fata de BC si R este simetricul punctului B fata de MQ, aratati ca:

a) Patrulaterul PMQB este trapez isoscel;
b) Punctele A, N, Q, R sunt patru puncte coliniare.

Solutie:

a) AM este mediana in triunghiul ABC dreptunghic, AM=%:BM=CM, %B=60°, deci triunghiul

ABM e5te €CNIIALEIAL. ..o 1p
Fie D mijlocul lui BM, N centrul de greutate al triunghiului echilateral ABM si Q simetricul lui N
fata de BC, rezulta @ MNBQ romb, deci  MQIIBN, MQ=BP, BPMQ

EFAPIBZ. e 1p

<PBC=«PCB=30° deci triunghiul PBC isoscel in care PM este mediana si inaltime, PMLBC,
NQLBC, PMIINQ, PNIIMQ, MPNQ paralelogram, PM=NQ.........ccccccerimririiriierierenese e, 1p
Triunghiul BNQ echilatral, BQ=NQ=PM, deci PMQB trapez iS0SCel...........cccccervrvurrirerivrrrirarnnns 1p
b) MQ mediatoarea segmentului BR, MR=MB, «MRQ=xQMB=30°, «RMB=60° si triunghiul
RMB €5te €CHIIALEral.........ccueeiiie et re e 1p
RD este mediana si inaltime in triunghiul echilateral MRB, RDLBM...........ccccccoiiiiieniiiinienne, 1p
Din ADLBC, NQLBC in D si RDLBC, rezulta cd A, N, Q si R sunt coliniare............c.ccocuervrrunnen, 1p
Problema 4.

In exteriorul patratului ABCD se construieste patratul BEFG astfel incdt punctul G sd fie
interior laturii BC. Cercul circumscris patratului ABCD se intersecteaza cu cercul circumscris
patratului BEFG in punctele B si B’. Aratati ca punctele A, G si B’ sunt coliniare.

Marius Farcas
Solutie:
Fie C1 cercul circumscris patratului ABCD si C: cercul circumscris patratului BEFG. Arcul mare
BC din cercul C1 are 270° deci  unghiul  1inscris %BB’C are

L3 e 1p
Arcul mic BE din cercul Cz are 90° deci unghiul inscris «BB’E are masurade 45°.................... 1p
< CB’E=<4CB’B+4BB’E=135°+45°=180° deci punctele C, B’ si E sunt coliniare................... 1p
LAB C=900, AB’ LB C...oe ettt ettt ettt e et ettt e et b e e be e ere e ereenee e 1p
LGB E=907, GB’ LB E....c.iitiiiieieiiieeieetee ettt ettt sttt ettt b ettt bbb et ebe e 1p
Dreptele B’C si B’E coincid deci si dreptele B’A si B’G coincid si punctele A, G si B’sunt
o0 U4 (PP 2p
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