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Problema 1.

- no_. ,
Fie sirul (a,) , definitastfel: a, =1 si a ,, =1+—, oricarear fi n>1.

n

a) Aratati cd 0<a_ —~/n <1, oricarear fi n>1.

4\
b) Calculati Iim(T"j .
n—oo n
Solutie:
a) Vom folosi metoda inductiei matematice. Relatia 0 <a_ — Jn <1 este adevarati pentru n=1. (1p)

Presupunem ca relatia este adevarata pentru un numdr natural nenul k, fixat in mod arbitrar: vk < a<1l+ Jk . Avem

k k . k .
a ., =1+—2=>1+ >1+ =vk+ sl a,. _1+ <1+—<1+«/k+ deci
o a 1+k 1+\/k+ “t Jk

vk+1<a, , <1++k+1.De aici, rezultd ca 0<a, —/n<1, oricare ar fl n>1.(2p)

1 . . .
, oricare ar fi n>1. Prin urmare,

a, [
T

b)

NG L\
1<| 2| <|1+—| ,oricarearfin=>1.(2
(ﬁj ( ﬁJ )

A NIV . . . . a
Trecand la limita in wultima relatie, obtinem1< Ilm( il

o\
lim| 2 =1.(2
n~>+w(,\/ﬁj ( p)

Problema 2.

%
1) =e’=1, deci

Fie X o matrice de ordinul doi, cu elemente numere reale, care satisface ecuatia X* + X = 21,.
a) Demonstrafi cd, daca toate elementele matricei X sunt numere naturale, atunci X =1, .

b) Demonstrati ca exista o infinitate de matrice X , care au toate elementele numere intregi si care satisfac
ecuatia considerata.

Solutie:

a) Din relatia Hamilton-Cayley, rezulti cd X? -Tr(X)X +det(X)l, =0,, deci X*=Tr(X)X - det(X)I,
=—X +2l,, ceea ce implica (Tr(X)+1)X =(det(X)+2)1,. (2p)
Cum matricea X are toate elementele numere naturale, inseamna ca Tr(X)+1>0, deci X =kl,, unde

k = (det(X)+2):(Tr(X)+1). Inlocuind X = kI, in ecuatia din enunt, obtinem (kz + k) l,,deci k=1

sau k =—2. Singura solutie, cu elementele numere naturale, este matricea X =1,. (2p)
b) Cautam acum matrice, cu elementele numere intregi, care sa verifice conditiile din enunt. Pentru a gasi o

infinitate de astfel de matrice, plecim de la ecuatia (Tr(X)+1)X =(det(X)+2)l, si urmarim varianta
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a
Tr(X)+1=det(X)+2=0. Daca X =[ .
C

]e _7‘/[2 (Z), atunci conditiile anterioare devin a+d =-1 si

ad —bc=-2
Inlocuim pe d =—1—a in a doua egalitate si obtinem a’+a+bc =2 sau —bc =(a-1)(a+2). (1p)
Alegand, de exemplu, b=1-a si c=a+ 2 egalitatea este in mod evident valida. (1p)

a 1-a
a+2 -1-a

inseamna cd ecuatia consideratd are o infinitate de solutii in multimea matricelor patratice de ordinul doi cu

Asadar, X =( j este 0 solutie cu elementele numere intregi, pentru orice numar a € Z , ceea ce

elemente numere intregi. (1p)
Problema 3.

Se considera sirul (X, ), _, definit prin relatiile %, =2 si X, =2x: -1, oricare ar fi n>1.
a) Demonstrafi ca sirul (X,) _, este strict crescator.

b) Calculati limx, .

n—o0

¢) Demonstrati cd X> =1+3-2*"?x?x5.--x%,, oricarearfin>2.

X
d) Calculati lim —”
n—>oo XlX
Solutie:
a) Prin inductie, demonstram ca X, =2, oricare ar fi n>1. (1p)

Astfel, x,,, —x, =2x2 —1-x, = (2%, +1)(x,-1)>0, oricare ar fi n>1, deci sirul (x,) , este strict

crescitor. (2p)

b) Cumsirul (x, )n>l este strict crescator, inseamna ci are o limita. (1p)
Daci sirul ar avea o limita finiti I, trecAnd la limiti in relatia de recurentd din enunt, X, =2x> —1, obtinem
| =2I? -1, de unde rezulti ca |1 =-0,5 sau | =1, ceea ce contrazice faptul ca X, > 2, oricare ar fi n>1. Prin

urmare, limx, =o.(1p)
n—oo

c) Avem X, =2x -1 X, —1= 2(xn —1)(x, +1), oricare ar fi n>1, de unde rezultd ca

n

2 —1=2(x, —1)(x, +1),
(

xn—1=2(x —1)(X,, +1),
Xoq —1=2(x_, —1)(X,, +1),

=20k -1 +1).
Inmultind aceste relatii si efectuand simplificarile, obtinem X, —1=2" (%, —1)(x, +1)(X, +1)--+(x, +1),
oricare ar fi n>1 sau 2x?-2= 2”(2—1)(2+1)(2xf)(2x§)---(2xn2,1), oricare ar fi n>2, deci

2 2n-2,,2,,2 2 H H
Xy =14+3-2"°x X5 --- X, oricare ar fi n=2. (1p)

X : X2 . X 3 X J3
d) lim n—” =lim S ——F——=Ilim———+ =—, deci Ilmn—n — . (1p)
n—wl| 2 )(1 T n— n—w 2 X1X2”'Xn—1 n— 9 ( n_l):?’ 4 n—w 2 x1 AEXE n— 2
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Problema 4.

Fie A o matrice de ordin trei cu elemente numere intregi.
a) Dacd matricea A este inversabild si A™ are toate elementele numere intregi, aratati cadet(A) e {~1,1}.

b) Demonstrati ca, daca A are toate elementele numere impare, atunci det(2A) se divide cu 32.

C) Demonstrati ca det(4A+3A‘) se divide cu 7.

Solutie:
a) CumAsi A au toate elementele numere intregi, det(A) si det(A‘l) sunt numere intregi. (1p)
Din relatia AA™ = 1, rezultd ca det(A)det(A‘l) =1, deci det(A)=-1 sau det(A)=1. (2p)

b) Daca toate elementele matricei A sunt impare, atunci adunind prima sa linie la urmatoarele doui linii, aceste
ultime douad linii se vor transforma 1n linii cu toate elementele pare, deci determinantul matricei astfel obtinute,

care este egal cu det(A), se divide cu 4. (2p)
Prin urmare, det(2A)=8det(A) se divide cu 32. (1p)

c) Avem det(4A+3A')=det(7A+3(A —A)|=det(7A+3B), unde B=A'-A Cum det(xA+yB)=
x° det(A)+ax’y +bxy? + y>det(B), unde a, b € Z , oricare ar fi matricele patratice de ordin trei cu elemente

intregi A, B si oricare ar fi numerele reale X, y. De aici, avind 1n vedere ca det(B)=O (caci
det(B):det(At-A):det((A‘-A)‘):det(A—A‘):-det(A‘—A):—det(B)), rezultd ca det(4A+3A')=

det(7A+3B)=7°-det(A)+a-7*-3+b-7.3°, deci det(4A+3A") se divide cu 7. (1p)
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