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Problema 1.
Fie a, b, c, x numere reale cu (a + b)(b + ¢)(c + a) # 0, astfel incat:

1 1 1 1
a? - ( - ) = 2024, b?- ( - ) = —2025
a+b cH+a b+c a+b

5 1 1
¢ ( _ )=x
c+a b+c

(adaptare — supliment GM10/2024)

si

Aflati valoarea lui X.

Solutie:
Calculeaza:
aZ-( L1 ):2024@M=2024
a+b c+a (a+b)(c+a) 2p
b2-< L )::—2025¢:-—f191:f2—-=-—2025
b+c a+b (b+c)(a+b)
Aduna cele doua relatii de mai sus si obtine:
(a+b)(b+c)(c+a) =b%c?—a?c? 2p
Imparte la a + b # 0 relatia precedenta si obtine:
(b+c)(c+a)=c?b—na) 1p
Calculeaza:
_ 2( 11 )zcz_b+c—c—a= c?(b—a) _ 2p
c+a b+c (c+a)b+c) (c+a)b+c)
Problema 2.
a+k+1

a) Arataticava+k <
b) Aratati ca
Va+1++va+2+-++a+2025

, pentru orice a € (0; ) si orice K numar natural nenul.

2025(a+1014 .
< % pentru orice a € (0; ).

Solutie:
a) Aplicand, eventual, inegalitatea dintre media geometrica si media aritmetica pentru
doud numere pozitive, obtine: 3p
1+(a+k) a+k+1
Vatk= T+l s —ot8_ork
b) Aplica, eventual, inegalitatea de la punctul (a) pentru k = 1,2025 si obtine, prin 1p
insumarea relatiilor:
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a+2+a+3 a+ 2026 1p

Va+1+vVa+2+-++vVa+2025< R

Calculeaza suma din membrul drept al inegalitatii si obtine:

20254 + 2028é2025 1p
Va+1+vVa+2+--++va+2025< 5
Finalizeaza si obtine inegalitatea din enunt. 1p
Problema 3.
a)Numerele reale x4, x5, ..., X225 satisfac relatia:
lx1 — %2 = [x2 — x3] =+ = |x2024 — X2025| = |x2025 — x41|.

Aratati cd x1 = Xy = *+ = Xp025.

b)Determinati numerele reale a si b, cu a < b, stiind ca in intervalul (a; b) se afld cel putin T numere intregi
si are loc relatia:  4a® + 4b? + 3a —59b + 220 = |a — b + 6|.

Solutie:
a) Notim
lxg — x| = |xz — 23] = =+ = |x2024 — X2025| = |X2025 —x1| =a =0 1p
Deci,
X, — Xy = 1a,x, —x3 = 4@, ..., Xp925 — X1 = ta. 1p

Dintre cele 2025 de diferente, presupunem ca n au valoarea +a, iar celelalte 2025 —
n au valoarea —a. Atunci,

0= (x; —x3) + (xz —x3) + -+ (X025 — %) =n-a+ (2025 —n): (—a) = 1p
= (2n—2025)-a
Cum 2n — 2025 este numar impar, rezultd cd a = 0. 1p
Deci, x; = x5 = =+ = X325 -

b) Avand in vedere ca in intervalul (a; b) se afla cel putin 7 numere intregi,
obtinemb—-—a=>6<a—b+6<0.
Deci, 1p
la—b+6|=b—a—6.

Ecuatia data devine:
4a® +4b*> +4a—60b +226 =0 (2a+ 1)+ (2b—15)2=0 1p

- - 1 15
Demonstreaza caa = —>sib = —. Ip
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Problema 4.

Fie tetraedrul regulat ABCD cu latura de 6v/3cm si punctele M, N, P, Q pe laturile AB, BC, CD i,
respectiv, DA, astfel incit AM = BN = CP = DQ = 2+/3cm.

a) Aratati ca MN || (AA'D), unde A’ este mijlocul laturii BC.

b) Aratati cd MN = MQ = QP = PN.

C) Calculati distanta de la punctul Q la planul (MTP), unde T este mijlocul segmentului NQ.
Solutie:

C
h‘
N \
A
b O
Ip
BN 2v3 2
BA" 3y3 3
AM 23 BM 2
= = = —
AB ~ 6J3 BA 3
Deci,
R.Th.
L= MN | AA'. P
BAr BA
Cum AA' c (AA'D), rezultd ca MN || (AA'D).
b) ANBM = AMAQ = MN = MQ. 1p
Demonstreaza ca MQ = QP si QP = NP 1p
c) Ambele triunghiuri MNQ si NPQ sunt isoscele. 1p
MT este medianain A NMQ = MT L NQ.
Analog, PT L NQ.
Rezultd ca NQ L (MTP).
Deci, d(Q, (MTP)) = QT = NZ—Q
Fie QX L (BCD),X € (0D), unde O este centrul fetei (BCD)..
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QX _XD QD 1

A0 0D DA 3

DA’ = % = mf — 9¢m, iar AO = 6v2cm, de unde QX = 2v2em.

OD ==-9=6cm,ijiarXD ==-0D ==-6 = 2cm.

wlN
W
Wl

XA'=A'D—-XD=9-2=7cm.
Triunghiul NA X este dreptunghic. Deci, conform Teoremei lui Pitagora,
NX? = NA"? + XA"%.
NA" = BA’ — BN = 3v3 - 2V/3 = /3.
NX? = (\/3)? + 49 = 52 = NX = 2/13cm.
Deci,
NQ? = QX? + XN? = (2v2)? + (2V13)2 = 4-15 = NQ = 2v/15cm.

in final,

d(Q,(MTP)) = V15cm.

2p
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