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Clasa a Xll-a
Barem de notare si evaluare

e Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferitd de cea din barem, se acordd punctajul
corespunzator.

Problema 1.
Se considera mulfimea A={f Ro>R|f(x+y)=fX)+f(y), VX,yeR}.

Aratati ca (A, O) este un monoid, unde ,,°” este operatia de compunere a functiilor.

Solutie:
Pentru f,ge A avem (fog)(x+y)=f(g(x+Yy))="f(g(x)+a(y))=(f=9)(X)+(f-g)(y),
VXx,yeR,deci fogeA,ceeacearataca ,,o” este lege de compozitie pe multimea A .......... 3p

Compunerea functiilor este asociativa, iar elementul neutru al acestei operatii, functia identicd 1, ,
apartine multimii A. Rezultd c@ (A ) €Ste Un MON0id ...............evvviiiiiiiiiiiiiiiiiieeieinne, 4p

Problema 2.
1

Se considerd functia TR > R, f (X) =3x* +1. Demonstrati ci 2 < J‘ f (x)dx <3.
]

Solutia 1:

1 1
\N3xZ+1>1, Vx e R, asadar I f(X)dXZjldXzZ ........................................................................ 2p
a
V3x? +1<|x|+1, Yx e[-1,1] (inegalitatea revine la x* <|x|, vx €[-11], evident adevarat), prin
1 1
urmare I f(x)d J. X[ FL)OX =B e 5p
-1 -1

Solutia 2:
Consideraim  punctele ~ O(0,0), A(-1,0), B(L,0),C(~L1), D(0,1), E(L1), F(-12),G(12).

Restrictia functiei f la intervalul [-1,1] este convexa pe [-1,1], strict descrescatoare pe [—1,0] si

strict crescatoare pe [0,1]. Rezulta cd 4 ABEC] S;if(l“ ) <4 AODF |+ #[OBGD].........ccccoooucren. 5p

Cum #[ABEC]=2, #4(T,)= j f(x)dx si A#[AODF]+4[OBGD]= 2%:3, rezultd cerinta
-1

[O10] 0] (=10 1= SO PR SRSRP 2p

Problema 3.
Determinati functia T :IR — R stiind ca admite primitive,
f(xX)+F(x)=sinx, VxeR, pentru o anume primitiva F a functiei f, iar f(0)=0.
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Solutie:
Inmultind cu e* relatia f (x)+F (x)=sinx, obtinem (eX -F (X)) =€ SINX .ot 2P
1 .
Deducem cd €*-F(X)==€"-(SiNX—=C0SX)+K, VX € R ,..coiiriiriinriiriinniinciisnissssssinnns 2p
2
. 1, . . . 1, .
Atunci F(x)= E(sm X—cosx)+k-e™ si, prin derivare, f(x)= E(sm Xx+cosx)—k-e™......... 1p

Din f(0)=0 obtinemk = % , deci functia cautata este f (x) = %(sin X+ COS X —e‘x),Vx eR, care

verifica toate 1potezele ProbIEMET .. ....c.ccecuviiiiiieciie e 2p

Problema 4.
Fie (G, ) un grup finit cu elementul neutru e. Ardtati ca multimea

H= {X eG ‘XZOZS = e} are un numar impar de elemente.

Solutie:

Observam ca e € H si, In cazul in care H = {e} , cerinta este Tndeplinitd ..........ccccooiiiiiiiieennnns 1p

2025

Dacd H = {e}, atunci existd a G\{e} cu proprietatea cd a** =e. Ordinul elementului a va fi un

divizor (diferit de 1) al lui 2025, prin urmare ordinul elementului a este diferit de 1 si de 2. Deducem
caa=a',unde a' eSte SIMELrICUl IUT @ .......ccooeiiiiiii s 4p
Putem grupa atunci toate elementele diferite de e ale multimii finite H in perechi de forma {a,a’} .

Rezultd cad H are un numar impar de elemente .............cccvevuieeiienieeiiieie et 2p
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