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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala - 15 februarie 2025
Clasaa Vlll-a

Barem de notare si evaluare

e Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul maxim
corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale,
in limitele punctajului indicat in barem.

Problema 1.
Daci a, b, ¢ sunt numere reale si 2(2av3 — bV15 + 3¢cV2) = a® + b? + ¢? + 45,

calculati (a? + b? + ¢?)2.

Solutie:

Dupa desfacerea parantezelor si regruparea termenilor se obtine:

a? + b2+ 24+ 45—4aV3+2bV15 —60V2 = 0.ooovni i 2p
relatie echivalentd cu a? — 4av/3 + 12 + b? + 2bV15+ 15+ c? —6cV2+18=10........ 2p
(@=2v3)" + (B +VIE) 4 (€ = 3V2)” = 0 oottt 1p
Egaland fiecare expresie din paranteze cu 0 se obtin a = 2v/3, b = —V15, ¢ = 3V2............ 1p
Astfel, (a? + b% + ¢?)? = (12 + 15 4 18)2 = 452 = 2025....cceciiereereeeeree e 1p
Problema 2.

Fie a, b, cnumere rationale nenule astfel incita +b #0,b+c #0,c + a # 0si

a b c ot . . a(2a+7 b(2b+7 c(2¢+7
— + —+ — = 1. Ardtati ca valoarea expresiei E = ( ) + ( ) + (2c+7) este
b+c ct+a a+b b+c ct+a a+b

numadr natural prim.
G.M. nr.10/ 2024

Solutie:

a b c a b c a? ab ac
B N (N N Y (LA
b+c c+a a+b b+c c+a a+b b+c c+a a+b

Analog, obtinem:



b? be  ba) . C° ca cb
m—b_(ﬁ‘l‘m) Sl a+b—c—(m+mj ............................................................ 2p

Adunand relatiile membru cu membru, va rezulta:

a? b? c? ab+cb | ac+bc . ba+ca a? b? c?

—_— e —_— = — o — e — = U.iiiiienns

b+c + c+a + a+b (a +b+ C) ( c+a + a+b + b+c ) b+c c+a a+b 0 2p
a(Za+7 b(2b+7 c(2c+7 a? b2 c? a b c

=G0 2O LD (et et )17t ) e E=7,

b+c c+a a+b b+c c+a a+b b+c c+a a+b
prin urmare, valoarea expresiei date eSte NUMAT PriM.......ccevereeieriiiiieiienenese e 3p
Problema 3.

Fie ABCDA'B'C'D' paralelipiped dreptughic si M,N,P proiectiile punctelor A,C
respectiv B’ pe diagonala BD'.
a) Aratatica BM + BN + BP = BD'.
b) Demonstrati ci 3(AM? + B'P?2 +CN?) > 2(BD')? daci si numai daci
paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D' este cub.

Solutie:
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Q
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A B

a) Aplicand teorema catetei in triunghiurile ABD', D'B'B si D'CB, obtinem

2 Ip2 2
A B = B i BN = B e 1p
’ BD

BM = —, -
BD BD

2 Ip2 2 BDIZ
De unde BM + BN + BP =22 + 22 BCI:( ,) _
BD' ' BD' ' BD BD

b) Pentru implicatia direct notdam AB = L,BC = [, AA’ = h. Aplicand teorema inaltimii, prin

4B2(ap')* _ 121241707 B'p2 — (8'D')*B'B? _
(BD")2  L2+12+h2’ - (®DH2

ridicare la patrat, obtinem relatiile: AM? =

h2%L?+n21? D'C?-CB?>  1?L?+1%h?
=———— CN? = - o o o 2p
L?2+1%2+h? (BD')? L?2+12+h?
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Inegalitatea devine 6% > 2(L2 + [2 + h?), adica
(L2 = 12)2 4 (12 = h2)Z 4 (R = L2)2 K 0o 2p

Sededuce L =1 = h.

Pentru implicatia inversa notand cu I lungimea muchiei cubului, se obtine AM = B'P = CN=

WG .. . . .
= g si inegalitatea se verific cu egalitate: 612 = 612..............coooiiiiiiiiiiiieiei 1p

Problema 4.
Fie A,B,C,D patru puncte necoplanare si G,,G,, G; centrele de greutate ale
triunghiurilor DAB, DBC, respectiv DCA.
a) Demonstrati cd planele (G,G,G3) si (ABC) sunt paralele.
b) Sa se calculeze aria triunghiului G;G,G5 stiind cd lungimile laturilor triunghiului ABC,
AB = ¢,BC = a,CA = b verifici egalitatea: a + b + ¢ + ab + ac + bc = 6\/abc.

Solutie:

&

\

£ |
,
———————0
]

a) Fie M, N, P mijloacele laturilor AB, BC, respectiv ACale triunghiului ABC.

in AABD: DMmediani si G, centru de greutate = (1) G, € DMsi 2=,

In ADBC: DNmediani si G, centru de greutate = (2) G, € DN§1 DGZ = 2.

In ADAC: DPmediani si G5 centru de greutate = (3) G € DPsl DG3 = 2, 1p
Din (1) si (2) rezultd G,G, | MN $1 GIGZ = 2
Din (2) si (3) rezultid G,G5 || NP 51 G206y =§ ......................................................................... 1p

G1G, || MN

e (MNP)} = G,G, | (MNP)



B INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN GALATI  §

G,G3 || NP }

NP c (Mnp)S = G203 I (MNP)

Dar G,G, si G,G; sunt drepte concurente situate in planul (G,G,G3). De aici rezultd
(G1G2G3) 1l (ABC) oot 1p
b) Din (1) si (3) rezulta GyGs || MP 5i 22 =2,

< G1G,  GoGs  GsGy 2
In acest caz, (4) 1311\/2 = :’P"‘ = ;Ml ==

AMNP este triunghiul median al AABC, deci AMNP ~ AABCsi (5) % = % = % =

N |-

. .  G1G2 _ GyG3 _ G3Gy _ 1
Din (4) si (5) rezulta e T ma T g T g s 1p

in AABC, lungimile laturilor verificd relatia a + b + ¢ + ab + ac + bc = 6Vabc, care se
rescrie a — 2vVabc + bc + b — 2vabc + ac + ¢ — 2V abc + ab = 0, echivalent cu

Infina, a=b=c= 1 iar G1G, = G,G3 = G3G, = % Prin urmare, triunghiul G,G,G5 este

. . . . 3
echilateral, iar aria acestuia este A; ¢,¢, = % ................................................................................. 1p



