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Subiectul | (7 puncte)

Se considera functiile f,F:(0,7) > R, f(x) = Ss'nn7x
X

si F(Xx)=x+sin 2x+%sin 4x+%sin 6X.
Arittati & [ f (x)dx = F(x)+C .
Supliment G.M. 9/2024

Solutie:

L T L Ip
F(X) =14+2C0S2X +2C0S4X +2C0S6X, X € (0, 7) «vvveeieeeeeeeeeeeeeeeeee e Ip
F (X)Sin X =Sin X+ 2SiN XCOS 2X + 2SiN XCOS4X + 2SIN XCOSBX ......vvvvieieeeieeeeeeeeeeeseeeeeesesesesesesenenans Ip
F'(x)sinx = sinx + Zi(sin(x + 2x) + sin(x — 2x)) + 2 % (sin(x + 4x) + sin(x — 4x)) +
+2%(sin(x+6x) F SIN(X = BX)) creerieeieetieeie ettt ettt et e et e et e e eta e e be e e b e ebe e e aaeereeeaseenbeeaaaeeraens 2p
F (x)sin X =Ssin X +sin3X —Sin X +Sin5X —Sin3X +SiN 7X—=SiN5X =SiN 7X ....cooveveveveeeeeeeeeeeene. Ip
F'(x )—Sm7x—f(x):jf(x)dx=F(x)+C ..................................................................................... Ip

nx

Subiectul 11 (7 puncte)
a) Aratatica0 <In(1+x) <x,Vx > 0.

b) Demonstrati ca sirul (I,),,»1definit prin I, = % ff In (1 + cosx)dx, pentru oricare n > 1, este
n

convergent si determinati limita sa.

Solutie:
L ) 100 1 Ip
a) Demonstratia 0 < In(1 + x) < x, pentru oricare X > 0...coceeveeriieiinieniieienie e 2p
b) Pentru X€|:£,1:| avem cosx > 0deci 0 < In(1 4 cosx) < €oSX (1).eeerierciieniieirienieeieeeninn, Ip
n

.. . el . .. . 1 .. R .
Functiile din inegalitatile (1) sunt continue deci integrabile pe {—,1} si integrand obtinem
n

1
0< ff In(1 + cosx) dx < fl cosxdx = sinl — sin%.. ..................................................................... Ip
n -

n

R A e 5 I S Ip

Sirul a, =sinl- sm1 este marginit, I|m£=0dec1 lim= (sml sm—) 0

n—cw N

Din criteriul cle@telm obtinem liml = 0
Subiectul 111 (7 puncte)

Fie (G, *) un grup cu elementul neutru e.
a) Dacix?=e, VXeG, aritati ci grupul este comutativ.
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b) Daci G este finit, comutativ si X? = e pentru mai mult de jumitate din elementele lui G, aritati
cix’=e, VxeG.

Solutie:
) (XY)2 =€ =€ = X2Y? = XXYY 2 XY = VX oo, 2p
b) Arataca H={x € G|x? = e} eSte SUBGIUP IN G .....cocveveeeieeeccceee e, 2p
Ordinul lui H divide ordinul lui G (teorema lui Lagrange) ........cccoeeerenineeieiene e 2p
Ord(H)>ord(G)/2, deci ord(H)=ord(G), prinurmare H=G. ........ccccccooeriieiiiieseece e 1p

Subiectul 1V (7 puncte)
Fie (G,*) un grup si H C Gun subgrup propriu al sdu. Determinati functia f: G — G astfel incat f(e) =

a € G, unde e este elementul neutru al lui G si

flx*xy)=xxf(y),Vx,y € G\H.

Solutie:

T L Ip
Fie XxeG\H . Atunci X € G\Hunde x este simetricul lui X din grupul G ....oveevveeveeerererreeeenee. Ip
a=f(e) =f(x *x) =x* f (x) de unde rezultd f(x) =x*a,vXx € G\HU{e} .....ccccevirirrirriririiririecieaes Ip
Dacd yeH si xgH atunci xxyeG\H S f(X#Y) = X¥ Y HF A .tiiiiiiiirienieieeieieeie e Ip
X, x%yeG\H si f(y)=f(X*(x*y))=x*f(xry)=xX*(Xxy*a)=y*a,VyeH .ccceoeveririrririiiirererenne, 2p

Prin urmare f(x)=x*a,Vx e G verifica conditiile din €nunf...........cocceeviriiiiiiiiniienecee e Ip



