
 
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE 

Clasa a X- a 
Olimpiada de matematică - Faza locală 10.02.2024 

 
1. Din inegalitatea mediilor avem 𝑚𝑚ℎ(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ≤ 𝑚𝑚𝑔𝑔(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)  ⇒  2𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑎𝑎+𝑏𝑏
≤ √𝑎𝑎𝑎𝑎                    (1p) 

Avem 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ (0,1) , deci log𝑎𝑎
2𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎+𝑏𝑏

≥ log𝑎𝑎 √𝑎𝑎𝑎𝑎   și   log𝑏𝑏
2𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎+𝑏𝑏

≥ log𝑏𝑏 √𝑎𝑎𝑎𝑎             (2p) 
Cum 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ (0,1) atunci √𝑎𝑎𝑎𝑎 ∈ (0,1)  ⇒  log𝑎𝑎 √𝑎𝑎𝑎𝑎 > 0 , log𝑏𝑏 √𝑎𝑎𝑎𝑎 > 0               (1p) 
Rezultă log𝑎𝑎

2𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎+𝑏𝑏

∙ log𝑏𝑏
2𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎+𝑏𝑏

≥ log𝑎𝑎 √𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ log𝑏𝑏 √𝑎𝑎𝑎𝑎                                                 (1p) 

log𝑎𝑎 √𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ log𝑏𝑏 √𝑎𝑎𝑎𝑎 = 1
2

log𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙
1
2

log𝑏𝑏 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 1
4

(1 + log𝑎𝑎 𝑏𝑏)(1 + log𝑏𝑏 𝑎𝑎)            (1p) 
1
4

(1 + log𝑎𝑎 𝑏𝑏)(1 + log𝑏𝑏 𝑎𝑎) =2+log𝑎𝑎 𝑏𝑏+log𝑏𝑏 𝑎𝑎
4

≥ 1  ,  ( log𝑎𝑎 𝑏𝑏 + log𝑏𝑏 𝑎𝑎 > 2)             (1p)  
 
 

2. Din inegalitatea mediilor avem 𝑚𝑚𝑎𝑎(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) ≥ 𝑚𝑚𝑔𝑔(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) avem că  
log3 5+log5 7+log7 3

3
≥ �log3 5 ∙ log5 7 ∙ log7 33  =1.  

Fie  x = log3 5 + log5 7 + log7 3 
rezultă   x = log3 5 + log5 7 + log7 3 ≥ 3                                                           (2p) 
Folosim inegalitățile 5 < 3√3  ș𝑖𝑖  7 < 5√5                                                          (1p) 
Obținem log3 5 + log5 7 + log7 3 < log3 3√3 + log5 5√5 + log7 7          (2p)  
𝑥𝑥 = log3 5 + log5 7 + log7 3 < 3

2
+ 3

2
+ 1 = 4                                               (1p) 

Rezulță că 3 ≤ log3 5+log5 7 + log7 3 < 4 , deci [𝑥𝑥] = 3                          (1p) 
 
 

3. Dacă 𝑥𝑥 < 0 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 625𝑥𝑥 < 1 , 5
1
𝑥𝑥 < 1 , 81𝑥𝑥 < 1 , 3

1
𝑥𝑥 < 1 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �625𝑥𝑥 + 5

1
𝑥𝑥� �81𝑥𝑥 + 3

1
𝑥𝑥� < 4 

Folosim inegalitatea mediilor  𝑚𝑚𝑎𝑎(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ≥ 𝑚𝑚𝑔𝑔(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟ă  

1
2
�625𝑥𝑥 + 5

1
𝑥𝑥� ≥ �625𝑥𝑥5

1
𝑥𝑥 = 52𝑥𝑥5

1
2𝑥𝑥 , 1

2
�81𝑥𝑥 + 3

1
𝑥𝑥� ≥ �81𝑥𝑥3

1
𝑥𝑥 = 32𝑥𝑥3

1
2𝑥𝑥 ,    (3p)  

1
2
�625𝑥𝑥 + 5

1
𝑥𝑥� ∙ 1

2
�81𝑥𝑥 + 3

1
𝑥𝑥�  ≥ 52𝑥𝑥5

1
2𝑥𝑥 ∙ 32𝑥𝑥3

1
2𝑥𝑥                                               (2p) 

𝑂𝑂𝑂𝑂ț𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  �625𝑥𝑥 + 5
1
𝑥𝑥� �81𝑥𝑥 + 3

1
𝑥𝑥� ≥ 4 ∙ 152𝑥𝑥 ∙ 15

1
2𝑥𝑥 = 4 ∙ 152𝑥𝑥+

1
2𝑥𝑥 ≥ 4 ∙ 152 = 900   (1p)  

Ecuația  �625𝑥𝑥 + 5
1
𝑥𝑥� �81𝑥𝑥 + 3

1
𝑥𝑥� = 900 = 4 ∙ 152 ⇔ 2𝑥𝑥 + 1

2𝑥𝑥
= 2 ⇔ (2𝑥𝑥 − 1)2 = 0 ⇔ 𝑥𝑥 = 1

2
.  

(1p) 
 
 

4. Fie triunghiul 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 în reperul 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  astfel încât 𝑂𝑂 este centrul cercului circumscris triunghiului. 
Din proprietățile |𝑧𝑧|2 = 𝑧𝑧 ∙ 𝑧𝑧  și  𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 = 𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2  , obținem  
|𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2|2 + |𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3|2 + |𝑧𝑧3 + 𝑧𝑧1|2 
= (𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2)(𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2) + (𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3)(𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3) + (𝑧𝑧3 + 𝑧𝑧1)(𝑧𝑧3 + 𝑧𝑧1)                                 (2p)  
Obținem |𝑧𝑧1|2 + 𝑧𝑧1𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧2𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2𝑧𝑧2 +|𝑧𝑧2|2 + 𝑧𝑧2𝑧𝑧3 + 𝑧𝑧3𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3𝑧𝑧3 + |𝑧𝑧3|2 + 𝑧𝑧3𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧1𝑧𝑧3 + 𝑧𝑧1𝑧𝑧1 
=3 , deci 3 + 𝑧𝑧1(𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3) +𝑧𝑧2(𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3) + 𝑧𝑧3(𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3) =3                     (2p) 
Obținem (𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3)(𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3) = 0 ⇒  |𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3|2  = 0 
 deci 𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3 = 0                                                                                                      (1p) 

12



 
Folosind relația lui Sylvester avem  𝑧𝑧𝐻𝐻 = 𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3 unde H este ortocentrul triunghiului, 
obținem că 𝑧𝑧𝐻𝐻 = 0                                                                                                            (1p)  
Din O = H rezulta că triunghiul 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 este echilateral                                                (1p)  
 

            
 
• Nu se acorda puncte din oficiu. 
• Pentru orice solutie corecta, diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator. 
• Fiecare exercitiu este punctat de la 0 la 7. 

 

 

 




