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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA 12.02.2024
CLASA aIX-a
SUBIECTUL I (7 puncte)

Daca x,y,z sunt numere reale pozitive astfel incat x+y+z = 2024, atunci are loc
inegalitatea:

J2024x + yz+,/2024y + xz+,/2024z + xy < 4048

Rezolvare

J2024x +yz=\/(x +y + 2)x + yz=\x2 +xy +yz + zx =
Jx(x+y) +z(x + y)=/(x + y)(x + 2)

Folosind inegalitatea mediilor, obtinem:

x+y+x+z y+z

2 "

J2024x +yz=/(x + y)(x + 2) < =x+

Analog avem:

J2024y +xz <y + T2 i \[20247 + xy < z + X

Atunci, prin adunarea relatiilor avem:

V2024x + yz + /2024y + xz + /20242 + xy < 2(x + y + z) = 4048

SUBIECTUL I (7 puncte)

g . n-1 n?-n
Si se rezolve ecuatia: [T]+ [ -

] =n,n € Z,unde [ x ] este partea intreaga a m

Rezolvare

[ ] kK o k<—<k+1 > 2k+1<n<2k+3>ne€
(2k + 1, 2k + 2)

i) Dacan =2k + 1, k € Z, ecuatia se transforma in:

k4 [(2k+1)2 (2k+1)] — k4] > [(2k+1)2k] k41 =
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2k(2k + 1)
ktls————<k+2=3k+3<4k’+2k<3k+6=

0<4k®*—-k—-3<3,k€Z = 4k* -k —3 € Z. Avem cazurile:

o 4k?—k—-3=0=>k=1€1Z

o 4k? —k —3 =1> knuesteintreg

o 4k?—k—-3=2=>k=-1€Z>ke {-11}=>n € {-1,3}
i) Dacan =2k + 2, k € Z, se studiaza analog.

2k +2)(2k + 1)
k + =2k+2=>0<4k*+3k—-4<3,k €L

3

o 4k?+3k—4=0 = nuconvine
o 4k?+3k—4=1 = nuconvine

e 4k*+ 3k —4 =2 = nuconvine = nu exista solutii in acest caz.

Atunci,n € {—1,3}.

SUBIECTUL III (7 puncte)
Se considera (a,)  progresia aritmetica de ratie r =4 si @, =2, iar (b,)  progresia geometrica
deratie g=2 si b =1.

n+l n
oL 5 o1 X —(n+1)x +1 . .
Aratati cd 1+ 2x+3x" +...+nx"" = , pentru orice numar x real nenul.

(x-1)

. 2024 a
Calculati suma § =) —&.
o b

Rezolvare

14+ 2x+3x% + ...+ nx""! :(l+x+x2+...+x”‘1)+

—

x+x? +...+x"‘1)+(x2 +...+x”‘1)+...+x”‘1

—

x" =1 X7 -1 , X"l ol X—
= +x- +x°- Fotx" =
x—1 x—1 x—1 xX—

—_—

1 _
:—l(x” 1 x" = x+x" = x .+ x"—x" 1):

1 ( \ x”—l} "™ —(n+1)x" +1
=—]| nx" — = 5
x-1 (x—l)
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2024ak 20242+(k—1)~4_ 2024 2024 1

S=Z}:bk =ZT—2'ZF+4'Z =

k=1

1 2024 1 1 2022
=4|1-| = +2-1+2:| = [+...+2023-| — =
) e g 3

1202 )2
2024 2023 (2] —2024-(2j +1

:4—4-(%j +2- > =
1
2)
1 2024 1 2024 1 2023
=4—4-(E] +8-{2023-(5] —2024-(Ej +1}=
16204
=12- 2024

SUBIECTUL 1V (7 puncte)

Se considera triunghiul ABC si punctele M € (AB), N € (AC) si P mijlocul lui [MN]. Sa se
arate ca daca WV)er:Zm, atunci BN+ CM sunt mediane.

Rezolvare

BN =BA+ AN siCM = CA+AM = 2PA=BN +CM = BA+ CA+ AN + AM = BA +
CA + 2AP = BA + CA = 4PA. Consider Q mijlocul lui [BC] = 24Q = AB + AC = 2QA =
4PA = AQ = 2AP

Atunci, punctele A,P,Q sunt coliniare si P este mijlocul lui AQ . Dar P este mijlocul lui MN =>
ANQM este paralelogram. Atunci MQ este linie mijlocie = M este mijlocul lui AB si CM este
mediana. Analog, si BN este mediana.





