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OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa Locald, 17 februarie 2024
Clasa a V-a
Subiectul 1

Se considerd numerele naturale nenule x, y i z. Impirgindu-1 pe x la y obtinem citul 4 si
restul 3, iar impartindu-l pe y la z obfinem citul 6 §i restul 5.

a) Ariltati cd x = 167.
b) Determinati numerele x, y si z stiind cd suma lor este 276.
(‘#.)
Subiectul 2
a) Aflafi numirul natural n, stiind ci :
2025 — {2024 - [2024 — 2 (2023 + 2024:n) + 2024]} = 1.
b) Cite numere naturale mai mici decit 2024, cu toate cifrele pare, trebuie si scriem
pentru a fi siguri ca cel putin dou3 dintre numere sunt egale ?
(t“)
Subiectul 3

a) Scrieti numérul 91% sub forma x? + y* , unde x §i y sunt numere naturale mai mari sau
egale cu 2.

b) Dacd a = 36"+1, cu n numir natural, n > 2, aritafi ci numirul a® se poate scric ca
sumi a doud numere naturale, dintre care unul este pitrat perfect si celilalt cub perfect.

Gazeta Matematica 6-7-8/2023
Subiectul 4

a) Determinati numerele de patru cifre abed care verifici relatia:
abcd + abe + ab + a=2024,
b) Determinati numerele naturale x, y §i z pentru care ;
8 (2% 1 3% — yy — 5) + 67=2025,
(%)
Noti:
Toate subiectele sunt obligatorii,

Fiecare problemd se va nota de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore
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Olimpiada Nationald de Matematicd
Etapa Locald, Judetul Dolj, 17 februarie 2024
Clasa a V-a

Subiectul 1
2) x=4y+3 y=6z4+5,226 1p
1p
y26-645 yz=2M 1p
T24-4143,x 2167 .
b) x=4-(6245)43=2424+123 °
242423462+ 542-276 "
=8 ¥
y=$3six=218 1p
TOTAL 7p
Sublectul 2
a)2024 - (2024 — 2+ (2023 + 2024:n) + 2024)-2024 1p
2024 - 2+(2023 + 2024:n) + 2024~0
(2023 + 2024:n)=2024, 2024:n =1 1p
b)Numerele de o cifrd sunt 0, 2, 4, 6, 8 iar de doua cifreTD sunt 20
deoarece a poate lua 4 valori §i b poate lua S valori. »
Numerele de trei cifre abc sunt 100 deoarece a poate lua 4 valori, 1p
b poate lua 5 valori, iar ¢ tot 5 valori deci 4+5+5 = 100 numere
Numerele de 4 cifre mai mici decat 2024 cu toate cifrele pare sunt 19
2000,...2008, 2020, 2022 adicid 7 numere. 1p
In total 5+20+100+7=132 de numere.
Pentru a fi siguri ci avem doud numere egale vom scrie 133 de numere.
TOTAL 7p




Subiectul 3

a) 91= 82 4 33 1p
919! =91%.91 = 91%. (8 + 3%) = 91%.8? + 91%. 33
= (9145 8)? 4 (91%°- 3)? 2p
b)a® = a3"*! = a3" . (36" + 1) = a®¢" - 36" + a?¢" =
= (a%" "8, 6n)2 + (%" 12y3 2p
2p
TOTAL 7p
Subiectul 4
a) Relatia din enunt devine 1111a + 1116 + 11c +d = 2024 1p
Rezultid a < 1, deci a=1, de unde obfinem 111b + 11c +d = 913 1p
Dacib < 7,atunci 111b + 11c +d <777 +99 + 9 = 885 <913
Deoarece b < 8, obtinem 4=8 1p
11c+d=25 cu ¢ si d cifre, deci c=2 si d=3, numdrul cdutat este 1823 1p
¢) Observdm ca 67 este impar, deci z=0 1p
2% . 3%* — jy - 5=253, 18* — yy=258 1p
Rezultd x=2 §i y=6 1p

TOTAL

7p




OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa Locald, 17 februarie 2024
Clasa a Vl-a

Subiectul 1,

a) Calculati c.m.m.d.c. al numerelor @ §i 2024 ,unde a = 1 + 5+ 52 + 57,

b) Determinati n € N pentru care numarul b=(5" + 53" *1 + 53"*2 4 §3"+3) are 120 de

divizori.

(‘.‘)

Subiectul 2,

2 v 2 .
a) Aritafi cidacd x,y>0 §i = *y"" =2 :". atunci x=y.

b) Aflafi numerele naturale Xyz , scrise in baza 10, stiind ci numirul x-y~z este un cub perfect de
trei cifre, iar numerele x2 + x -y +x+z, y +x:y+y-z, 22 +x-z+y-z sunt direct
proportionale cu y+z, x+z, respectiv x+y,
(“‘)
Subiectul 3.

Considerim mulfimea A={x € N* | x < 2024).

a) Determinati cardinalul muljimii B={x € A| x : 20 sau x ; 24}).

b) Determinati cite muljimi C={a, b, ¢, d} ale multimii A au proprictatea ci a-b=c-d=2024.

(**%)
Subiectul 4.

In jurul punctului O considerim unghiurile KA0B §i «BOC adiacente, cu <AOR + <BOC<180°.
Notiim cu [OM si [ON bisectoarele unghiurilor A0B, respectiv 4BOC, iar cu [OP bisectoarea
unghiului “MON. §tiind ca suplementul unghiului AOC este de 4 ori mai mare decit <POB, aritaji
cd unul din unghiurile €A0B sau <BOC este drept.

Gazeta Matematicd Nr, 10/2023
Notd:
Toate subiectele sunt obligatorii,
Fiecare problemd se va nota de la 0 la 7 puncte.

Timp de lucru ; 3 ore



Barem de notare §i evaluare

Olimpiada Nationald de Matematici

Etapa Locali, Judetul Dolj, 17 februarie 2024

Clasa a VI-a

PN

>
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Subiectul 1.

a) a=1+5+5%+5%=156=2%2-3:13 1p
2024=2%-11-23 1p
cmmd.c. (a,2024)=4 1p
b) b=5"(1+5+52+5%)=5%".156=53".22.3-13 2p
(Bh+1)2+H)(1+1)(1+1)=120 Ip
Deci 3"+1=10, de unde n=2. Ip
TOTAL U,
Subiectul 2
2) Din X4xy _yieny | x(xéy) _yO+x) 1p
x y x
5 - POy SPQN SR A = 1
Atunci o de unde x=y. P
b) Dacd y=0 sau z=0, atunci obfjinem o contradictie. 1p
Dacd y# 0 §i z#0, atunci Siayts pegin, PH \ Ip
y+z X+2 X+y
Din x(x+y+z) N y(x+y+2) = z(x+y+z) ) obtinem X oy =z )
y+z x+z x+y y+z X+z X+y
i LS W AR | =y=

Atuncl x+y+z  xty+z  x+ydz '’ deundex=y=z. p

Cum xyz=x? este un cub perfect de trei cifre gi x cifridl nenuld, rezultd ci
x€E (5,6,7,8,9} . 1p
Obtinem XyZ € (555,666,777,888,999). 1p

TOTAL

p




N

Subiectul 3

a) A=(1234,...,2024) 1p
Considerim M=(x € A | x {20} si P=(x € A|x:24). AtunciB =M U P.
MnP=(x€A|x:i20s5ix:24)=(x € A|xi[20,24])})=(x € A | x i 120} 1p
card M =101, card P =84 i card (M N P) =16 1p
card B= card (M U P)=card M +card P - card (M N P)= 169 Ip
b) 2024=1-2024=2-1012=4-506=8-253=11- 184=22- 92=23-88=44- 46, in total
opt perechi de numere din mulfimea A cu produsul 2024, 1p
Fixdm perechea (1,2024) si observim ca existd 7 multimi C={1,2024, c,d). 1p
Continuind procedeul avem 7+6+5+...+2+1=28 submultimi C ale lui A. Ip
TOTAL 7p
Subiectul 4
Deoarece XAOB §i <BOCsunt adiacente, cu <A0B + «B0C<180°, rezultd ci
<AOC= 4A0B +<B0C<180°. Obtinem «POB=(180°- <A0C):4>0. 1p
Cum [OM si [ON sunt bisectoarele unghiurilor XA0B, respectiv 4BOC , de unde
<MON= (AOB;(OC. Ip
Avem doui cazuri:
i) Daci (OP c Int (¥BOM) , atunci
2POB=4BOM — ‘EPOM-(A:B—‘MZON'M‘OB—‘B‘OC. 2p
Rezulti ci 180°- 4A0C= 4+ <POB=4A0B - €«BOC, de unde xA0B= 90°, deci
«4AOB este drept. 1p
if) Daci (OP c Int («BON) , atunci
2POB=4BON — «PON-‘B:C— «uzon-u‘oc_u‘on. 1p
Rezultd ci 180°- «A0C=4: «POB=4BOC - 4A0OB, de unde <BOC= 90°, deci 1p
4BOC este drept,
TOTAL p
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Olimpiada Nationald de Matematica
Etapa locald, Judetul Dolj,17 februarie 2024
Clasa a-Vll-a

SUBIECTUL 1.
Fie numdruln = 22— J70+3075 (\/7 35 - w/7+3s/—)

8J7+43v5
a) Stabiliti dacd numdrul n este numdr rational;
b) Gasiti [n] si (n), unde [n] reprezint3 partea intreagd a lui n §i {n} partea fractionara a lui n,
adicd {n} = n —[n].

Ll L

SUBIECTUL 2.
a) Aritati ca pentru orice x,y € Rare loc:
lx = y1? + |x + y1* = 2(|x| + |yI?);
b) Ar3tati ci pentru orice x,y € Rare loc:
e+ y1+ e =yl = Ix] + Iyl + |11 - Iy,
L L

SUBIECTUL 3.

Consideram p&tratul ABCD, punctul T interior acestuia, astfel incat triunghiul ADT este
echilateral. In exteriorul patratului construim triunghiul echilateral ABE si triunghiul echilateral EDF,
astfel incat punctul B este situat in interiorul triunghiulul EDF.

a) Aritati c3 punctele C, T, E ~coliniare;

b) Determinati masura unghiului (4BFE).

.o

SUBIECTUL 4.

Fie ABCD un paralelogram cu AC N BD = {0} sl punctele M € (AB), N € (BC). Punctele P 5i Q
sunt simetricele punctului O fata de punctele M, respectiv N, Stiind ca punctele P i Q apartin
dreptelor AD, respectiv CD, demonstraf| ci:

a) 0 este centrul de greutate al triunghiulul DPQ;

b) OPBQ este paralelogram;

¢) BP = BQ daci sl numal dacd ABCD este romb.

Gazeta Matematicd 10/2023

Notd: Toate sublectele sunt obligatoril
Fiecare problemd se va nota de la 0 la 7 puncte
Timp de lucru 3 ore



Barem de notare §i evaluare
Olimpiada Nationali de Matematici

Etapa Locald, Judeful Dolj, 17 februarie 2024

clasaa Vila

Subiectul 1.

2) V70 +30V5 =5 + 3V5 1p
8v7 + 3v5=4(3VZ + V10) 1p
J7—3J§—J7+3J§-(-“TT). 1p
J70+30v8 S43V8
oVTeavE (J7 =3V5-V7+ 3{?):- +(3V7+VT0) Vio 1p

5438 _ _S(s+43f5) _ _s
~ v V0= —Ta g = T € Q 1p
TR R :
) ={-13}=-12--2=2 »
TOTAL 7
Subiectul 2
a) Folosind relatia |x|? = x? =
Ix =yI? +|x + y|? = x* = 2xy + y? + x? + 2xy + y? = 2x? + 2y? 1p
2(1xI? + IyI?) = 2(x + y?) = 2x* + 2y?
Finalzlare : [x = y|? + |x + y|? = 2(|x|? + ly|?) I
b) RidicAnd la patrat obsinem: [x + y| + |x — y| = Ix| + Iyl + |Ix| = Iy 7 1p
T L  hple
(x +yl+Ix=yD? = [(Ix] + lyD) + |Ix| = lyl|]] == x* +y* +2xy +x* +y
2xy 4 2|x? = y?| = x? + y? + 2xy| + x? + y* = 2lxy| + 2|x? - y?| 3p
Finalizare: 2|x? - y?| = 2|x? —= y3?| 1p

TOTAL

T




Sublectul 3
a) A DTC -lsoscel = m(«CTD) = #"—. =175 lp
& ATE - isoscel=s m(<ATE) = 2=(0060) _ 4oc i
Astfel m(QETC) = 180° = C, T, E - coliniare 1p
DA =DC ™ m
b) 2‘;‘;,‘5 ED = FD ==5A ADE =4 CDF
4EDA = «FDC = 15’
1p
Rezult3 astfel FC = AE sim(«DCF) = 150" => «FCB = 60°
Dar A FBC -isoscel =>A FBC - echilateral= FB = BE =A EBF -isoscel = 1p
m(4EBF) = 150° = m(«BFE) = 15’ 1p
TOTAL 7p
Subiectul 4
a) FiePONDQ ={R),0QNAD=(S).
AOMA=AOBC,AONC =A0SAAORS=A0OMN= 1p
OR =3P0,05 =30Q, MN = RS.
MN IRS= RS1PQsIRS =L 1
1p
R - mij. (DQ)] _
InaDPQ = S = mij. (PD) =20-c.g.ADPQ
b) FieDONPQ =(T)
0-c.g A DPQ,0T =% =% = TB,dar TQ = TP = OPBQ paralelogram 1p
:, .‘-
BPzBQ=> PBQO — romb = 40TQ = 90", DT — mediani =4 DPQ ~Is. 1p
AAPB 24 CQB = AP =CQ = DA = DC = ABCD -romb. 1p
.--
DT- mediand , DT — bisectoarea 4PDQ =A DPQ - Isoscel= DB L PQ = 0B 1 PQ,
dar 0BQO - paralelogram = 0BQO - romb=» BP & BQ 1p
»

TOTAL
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa Locali- 2024
clasa a VIII-a
Subiectul 1

a) Se considerd numerele reale x, y, astfel incit (x - l)2 +(3y- 2)2 =9 §i numirul a=3x+6y.
Demonstrati ci a e[-8, 22].
b) Determinati numirul natural # pentru care numirul a =n* + 4 este prim.

Subiectul 2

Se considerd cubul ABCDA'B'C'D'. Punctele M, N, P si Q sunt mijloacele segmentelor AB, CC',
A'D', respectiv BC .
a) Demonstrati cd unghiul dintre dreapta PM i planul (ABC) este congruent cu unghiul dintre dreapta

PN siplanul (BCC').
b) Aritati cd punctele M, N, P §i Q sunt coplanare.

Subiectul 3

a) Aritati cd, pentru orice numere reale pozitive x §i y, are loc inegalitatea: % < L + 1 .
Xy Xy

b) Aritafi ci, pentru orice numere reale pozitive a, b §i ¢, are loc inegalitatea:
a b c 1 1 1)
3+2 + + S(a+b+c)|—+—+-
(G gg stz
Problema E16686, Gazeta Matematicd nr. 9/2023
Subiectul 4
Se considerd triunghiul echilateral ABC §i un punct ¥ care nu apartine planului (ABC), astfel incit

unghiurile VAB, VBC i VCA sunt congruente. $tiind cii punctul O este centrul cercului circumscris
triunghiului ABC, demonstrati ci dreapta VO este perpendiculard pe planul (48C).

Noti:

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare problemi sc va nota de la 0 la 7 puncte.

Timp de lucru: 3 ore



OLIMPIADA NAT!ON‘;LA DE MATEMATICA
Etapa Local#- 2024
clasa a VIII-a
Barem de notare §i evaluare

e Pentru orice solutie corectii, chiar daci este diferiti de cea din barem, se acordi
punctajul corespunzitor.

Subiectul 1

(x-1)"$9 e|x-1|S3 ©-3Sx-153 ©-25x54 ©-653x<12 Ip
L) (37-2)" <9 o Py-2|s3 ©-3$3y-2<3 e>-153y<S > -2<6y<10 Ip

Deci -8<3x+6y<22 < ae[-8,22] 1p

2

a=n‘+4n2+4—4n2=(n2+2) —(Zn)2 lp

a=(nz -2n+2)(n2+2n+2) Ip
1.b) n2+2u+2€N.aeN=nz-2n+26N. Ip

Cum a este numir prim §in? =2n42<n* +2n+2=>n? =2n+2=1

=>(n-1)2=0=n=l » pentru care se obtinea =5 care este numir prim 1p
TOTAL Tp
Subiectul 2

Considerdm punctele £ §i F mijloacele segmentelor AD , .

, respectiv B'C' p/ ’F/

A'P=BF,A'P||B'F = A'PFB' paralelogram AN, 2

= PFIA'B' §i PF = A'B' = PF 1(BCC') Y N,

Analog se arati cd AA'PE este paralelogram, de unde o 1p

PE= AA' §i PE|| AA' = PE L(ABC) b4

(- TS S,
2.a) € i v c
. K1 /
A M a

PiascyPM = EM ,prpccyPN = FN = «(PM,(ABC))= «PME i

«(PN,(BCC'))= «<PNF 1p

Cum AE=C'F,AM u C'N, <EAM = «NC'F =90° = AAEM = AC'FN => ME = FN

PE w PF,ME s FN,«<PEM = «<PFN =90° = APEM u APFN

= <PME = <PNF 1p




Cum Q este mijlocul segmentului 8C | A—
= PD'||QC si PD'= QC = D'PQC paralelogram Pﬁ ‘
= PQI|D'C, D'Cc(D'AC) = PQ||(D'AC) s s W
R ' Ip
.'5'.‘ """"""" - ) /'_c
g F/a
A " H
25) | MQ este linie mijlocie in AABC = MQ|| AC, AC < (D'AC) = MQ||(D'AC)
Cum PQ, MQ c(PMQ), PQnMQ={0Q} = (PMQ)II(D'AC) (1) 1p
NQ este linie mijlocie in ABCC' => NQ|| BC'
AB=C'D' 5i AB||C'D' = ABC'D' paralelogram => BC'|| AD'
= NQIlAD', AD'c(D'AC) = NQ|I(D'AC)
Am demonstrat c& PQ||(D'AC), NOnPQ={Q) si NQ, PQ c(NPQ)
= (NPQ)II(D'AC) (2) lp
Din relatiile (1) si (2), obtinem (NPQ)=(PMQ), de unde punctele M, N, P Q sunt
coplanare Ip
TOTAL p
Subiectul 3
2 11 2 _x+y
S—+——=<—o2ys Juy(x+y !
g i ~ i Jo(x+y) P
Ja | @2 fxysx+y Ip
C)OS(J; —J;)z , adevirat pentru orice X §i y numere reale pozitive lp
Incgalitatca se mai scrie:
3+ 28 + % + 2 f.a-l-c--‘£+5+£+b-l+-{’--|-¢:--l-+c-l+c.--l
‘Jb-c 7{:: 707 a b ¢ a b ¢ a b c 1p
3+ 24 + ab + 20 53+a(l+l)+b(l+l)+c(l+l]
7; 7; 7;7 b ¢ c a a b
2a 2 2% 11 1.1 1 1
o + + Sal —+=|+b| =+—|+c| =+= 1
b Joc  Jea ab (b c) (c a) (a b) M Ip
Conform subpunctului a) avcm:%s%+%=%fm&+5) "
2 _1.1__ 2 (ll)z 1. 1_ 2 (11)
S—+-2 sSbl=+-|, S—+-2 Scl—+-
Eacm acmabmcab 1p
Adundm cele trei inegalitd|i gi objinem incgalitatea (1), care este echivalentd cu inegalitatea
cerutd. 1p
TOTAL p
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Subiectul 4

Se poate presupune fird a
restringe generalitatea cd
VA=x>VB=y>VC=z

c
Notim AB=BC=CA=a §i <VAB=<VBC=<«VCA=u
Construim in plan unghiul MSN de mésurd u

4. | considerim punctele P, Q si R, astfel incit SP=x, SQ=y §i SR=z
APSK = AVAB = PK=VB=y

AQSK = AVBC = 0K =VC=2

ARSK s AVCA = RK =VA=x

In triunghiul RSK : RK <QR+0K = x<y-z+2z = x<y contradicjie

sau z> y > x. Deci cel pujin doud dintre numerele x, y §i z sunt egale

Putem presupuneci x=y =>AVAB=AVBC =VB=VC = y=z 2x=y=2
Asadar VABC este o piramidi regulatd = VO L (ABC)

Analog pentru y=z sau z=x

Pe semidreapta SM considerdm punctul X , astfel incit SK =a, iar pe semidreapta SN

Analog se obfine contradicfic dac3 presupunem x>z>y, y>z>x, y>X>2,2>x>y

Ip

Ip

Ip

1p

TOTAL

7p




Olimpiada Nationali de Matematici
Etapa Locald, Judetul Dolj, 17 februarie 2024
CLASA a IX-a

Sublectul 1. a) Demonstrati ci pentru orice x € R are loc egalitatea

Subiectul 2.

Subiectul 3.

Subiectul 4.

Noti:

1
(] + [x + 5] = [2x]
unde [x] reprezintd partea intreagi a numirului real x.

b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia [%] + [ﬁ] =342
6 2’

(QQQ)
Demonstrati cd 13 divide numirul 6767 + 83%3 — 77,

Supliment Gazeta Matematica Nr.10/2023

Fie A, B, C trei puncte necoliniare §i punctele M, N, P,T astfel incit AM = 2 4B,
2AN = 3NC, 4BP = 9CP §i MA = 2AT.
a) Aritati cd vectorii MN'si NP sunt coliniari.
b) Aritati cd NB+NP=TN.

(***)
Fie ABC un triunghi dreptunghic in A §i M un punct mobil pe cercul siu
circumscris.
a) Arditai ci punctul P definit de relatia MP = MA + MB + MC sc migc pe un
cerc.

b) Considerim numerele x,y € R. Aritati cd punctul Q definit de relatia MQ +

(x + ) MA = x+ M +y - MC se migcli pe un cerc.
Gazeta Matematicd Nr.10/2023

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problemd se va nota de la 0 la 7 puncte.

Timp de lucru: 3 ore
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Olimpiada Nationalid de Matematicd
Etapa Locali, Judetul Dolj, 17 februarie 2024
CLASA a IX-a - Solutii §i bareme

Subiectul 1.

a) Pentru orice numir realx avem x = [x] + {x]}, unde {x} € [0,1) iar [x] € Z......cc.corsurverrerreruene. 1p
: 1 g 1 . 1 ' 1 " .

i) Dacid {x} € [0,-2) atuncn{x +;} € [;, 1) si [x + ;] = [x] , iar {2x} € [0,1) §i [2x] = 2[x].

Deci [x] + [ +2] = [2x] este echivalents cu [x] + [x] = 2[x], relafie adeVArat.......vrrr "
ii) Dach (x} € [3,1) atunci () +3 € [1.3) si [x + 2] = [x] + 1, ar (22} € [1,2) 5i [2x] = 2[x] +

1.  Deci[x] + [x + -:-] = [2x] este  echivalenti cu [x]+ [x] + 1 = 2[x] + 1, relatic
BOCVEIIE s cosserersesmmstcm e s iss sisssio essesassbbinbrrest M FRTF ST AR RS IR AT OIS 1p
b) [u”] ["”’] [2x+l] [u“ += ] [2 —] §i ecuatia devine [‘ 2 = %3- ........................ 1p
Dar [“n] s 22¢ ["H] +1 de unde se obtine == I3 o 2 T 41 decix € [1 —) ............. 2p
Din condma 2e Z s iZe [2 )avc = = 2deci x = 1este SOlutiC..couvmmscssisnsnstrininssenens 1p
Subiectul 2.

(@+b)" = Mg+ b™, pentru orice @, b € Z,@ 7 D.....cvvvrerverrrnrernsesssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssas 1p
6767 = (13 5+ 2)57 = M,; + 267, Dar 267 = (26)11 .2 = (13:5 — 1)1+ 2 = My; — 2, deci

3 e S S ———— 2p
8383 = (136 + 5)® = M,; + 5°%. Dar 5®% = (52)1 -5 = (13- 2= 1)**+ 5 = M3 — 5, deci

8303 = Mu o D cuececnsssenesesasasssonsrssasassrssasenssassasnssssaasssnatessessssetse essssesstsesst nistsnetsseN HEISIIINNeNINIIISIIINIRLISS 2p
71 = (73)2 ‘7= (13 26 +5)2 (MIJ + 5)1 7= (M13 + 52) ‘7= MIS gl [——— 1p
Deci 6767 + 8303 77 M13 -2=547= Ml! ............................................................................ lp
Subiectul 3.

a)A—Af=-:-_(.",larm=m+_A/=—3'A_§+’_C’ ........................................................................ 1p
CP=2BC,iar NP = NC + TP = 3AC 4+ 3BC = = 3AB + SAC .o 2p
Deci NP = 2MN, de unde objinem ci vectorii N NP§iM W sunt COLNIAME .ovvcrincisnsensssnsnsnsssssessssssnsssacas 1p
b) MB = §Aa, MT = MA + AT = AB + 2 AB = =AB deci M este mijlocul segmentului BT....... 1p
In triunghiul PBT, PM este mediand §i PM = 3NM, deci N este centrul de greutate al triunghiului
PBT, de unde obfinem ci NB + NP + NT = 0 echivalent cu NB 4 NP = TN....ooooocvvnnssssssrinnes 2p




Subiectul 4.

a) Dacd A ABC este dreptunghic in A atunci 0, mijlocul laturiiBC, este centrul cercului circumscris

Deoareceﬁ=m+m"=m+m+m+m=Z-W,deci I}ﬁ"|= 2R, unde R este raza

cercului circumscris A ABC

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

In concluzie P este situat pe cercul de centru A §i razi 2R

------------------------------------------------------------------

1p

1p
1p

b)'M_d+(x+y)-m=x-M_B°+y-mcstecchivalcntﬁcuM_Q.=x'ﬁ+y‘ﬁ

Notdm N punctul pentru care x+AB + y + AC = Wsi 0’ punctul pentru care 00’ = AN. Deoarece
MQ = 00’ atunci MO = QO’ deci QO' =R
Q este situat pe cercul de centru 0’ gi razd R

---------------------------------------------------------------------------------------

----------------------------------------------------------------------------------------

1p

2p
1p




OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA
17 FEBRUARIE 2024

SUBIECT CLASA AX-A

Subiectul 1.
Fiea, b,c € (1, ). Sa se arate ca:

3
log,b -log,, b +1logy, c - logy. ¢ +log.a -log., a = >

Subiectul 2.

Sa se determine m € R* si functiile bijective f: R* — R* astfel incat

f((fof)(x) -f(x)) = m pentru orice x € R".

Subiectul 3.

Fie z,,7,,75 € C astfel incat |z,| = |z,| = |z3] = 1.
Z1+Zy +23+212p +Z1Z23 +ZyZ3

€ R.

a) Daca z, -z, - z3 # —1, sd se arate ca
1+2z12,23

b) Daca z? + zZ +z2 = 0siz, + 2z, + z3 # 0,sd se arate cd |z, + z, + z3| = 2.

Subiectul 4.
Fie triunghiul ABC cu A(z,), B(z;) si C(z3) , unde numerele complexe z;,z, si z3
sunt nenule si verifica z; + z, + z3 = 0si |z; — z,| = |z3]|. Sa se arate ca aria triunghiului

ABC este ; |z,z,| iar cos C > g.
(Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2023)

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare problema se va nota de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore



SOLUTII SI BAREM CLASA A X-A
Subiectul 1.

1 1 logg b
Avem log,, b = = 28a

logp(ab) - 1+logp a - 1+logg b
logg b)? logy, ¢)? logca)? _ 3
Qo8aD)” 4 (08h )" | UOBLD” 5 3 | | et 1p
1+logg b 1+logp ¢ 1+logca 2

Notam log, b = x,log, c = y,logca=z=x,y,Z € (0,0) Si XyZ = L.irrrrernrerrrernnens 1p
y? z? 3

2

v, v o X
Aratamca—+—+—>=> -
1+x 1+y 1+z 2

si analoagele.

Inegalitatea devine:

2 2 2 2
Din inegalitatea Bergstrom = e 2p
1+x  1+y  1+z  3+x+y+z
Fie S = x + y + z. Din inegalitatea mediilor, obtinem cd S = 3%/xyz = 3..cccvssssseenennne 2p
2
Avem 35? > % & 252 >354+9 & (S—3)(2S + 3) = 0 ceea ce este adevdrat.......... 1p
Subiectul 2.
Deoarece f bijectiva, obtinem ca (fof)(x) - f(x) = FTLIMN) o coorrrererrrrsssssssseeesesssssssssssss 1p
Inlocuind x cu f(x) obtinem (fofof)(x) - (fof) (%) = [ 71(M) corrrrrrrrrrrrrrrrrsssssssnsssnes e 1p
Deci (fofof)(x) = f(x) sicum f este injectiva obtinem (fof)(X) = X cvrrrerrreerrmeerrnens v 2p
-1
Decix - f(x) = f~1(m) adicd f(x) = fT(m) ..................................................................................... 1p
Pentru x = 1 obtinem f(1) = f~1(m) adica (fof)(1) = mdecim =1 .rreerccvesere 1p
In concluzie f(x) = % UNAE @ = F(1) orrerrrerrmrermeessmesssnessssssssessssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssessas 1p
Subiectul 3.
a)Din z-Z = |z| avem2=§ ................................................................................................................ 1p
Deci (Zl +72y+723+21727 + 721723 + ZzZ3> _ Z1+Zy +23+ 272172y +Z1Z3 + ZpZ3 1
rp— = P — p
’I‘n Conc]uz]e Zq + Zy + Z3 + Z1Zy + 7173 + ZoZ3 E R 1
Tramzs R p
b) (z1 + 2y +23)%2 = 2(21Z5 + Z1Z3 + Z3Z3) e sssssssssssnseensssssssssssansnsssensens 1p
. 1 1 1
Deci (z; + z, + 23)? = 22,7,753 (Z—1 + = + Z) ................................................................... 1p
Adicd (g + 7y + 23)% = 2212573(Z1 F Zp F Z3) e ssssssssassssssessssenes 1p

Deunde |Z; + Zy + Z3] = 2 st 1p



Subiectul 4.

Zl+Zz+Z3

Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC = z; = =0= G(0) crrrrrrrrrrrenne 1p
Deoarece Zl + Z2 + Z3 ES 0 $1 |Z1 - Z2| = |Z3| = |Z1 - Zzl == |Zl + Zzl - IZl - Z2|2 ==
121 + 2,1° © (21— 2) (21 — 22) = (21 + 2) (21 + 2,) = 212, + 2,7, = 0 =
=>Z—1:—(Z—l)=>Z—1€i-R:>21=aizz,undeaER* ................................................................. 1p
Zy Zy Zy

z—l Ei'Re Zl zc €i'R e AG L BG = triunghiul AGB este dreptunghicin G ............ 1p
2 274G

AGBG _ 3
Avem AAABC =3 AAGAB =3- > |Z1 - ZGl I - ZGl == |21Z2| ................................... 1p
Consideram unghiul ACB pozitiv orlentat = JACB = arg ~ 23

1743
5122|275 (cos C + isinC) = |[2=|cosC = Re (ﬁ) ..................................................... 1p
Z1—2Z3 Z1—2Z3 1—Z Z1—Z3
Avem: 22723 _ Z1+22;, — aizy+2z; — 2+ai Re (22—23) — 2+2a% . |zy-2z3 _ 4+a?
' Z1—2Z3 221+22 Zai22+22 1+2ai Z1—2Z3 1+4a2 ’ Z1—Z3 1+4a2
Deci, cosC = el 1
, = (4+a2)(1+4a2) ....................................................................................................................... p
v, v v 2+2a2 2
- - - <:> > 2 2
Aratam ca (4+a2)(1+4a2) 5(1 + a?) = 24/ (4 + a?)(1 + 4a?) ceea ce rezulti din
inegalitatea mediilor pentru numerele pozitive 4 + a? si 1 4+ 4a%. wvvsssssseenenenesnsinns 1p
Obs. Daca unghiul ACB este negatlv orientat = XACB = 2m — arg — % g
1743

275|275 (cosC —isinC) = cosC = Re ( ) indiferent de
Z1—23 1z1-23 Z1—Z Z1—Z3

orientarea <ACB.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locali , 17.02.2024
Clasa a XI-a

Subiectul 1. a) Fie o un numir real $i matricea 4 =( e )

-sina  cosa

cosna  sinna

Demonstrati ci A" u( ) pentru orice numidr natural nenul n.

-sinna cosna

6+d2 Jo-\2

b D| 58“
200 [JS-JE Jo+d3

]. calculapi ™.

L L
Subiectul 2. Fie girul (@,),zy definit prin @, = ——+—— 4 -+ ——
a) Arataticda, < 1,vn = 1.
b) Calculati 1@1&: -a,).
¢) Calculafi “'l'll(n-n. ).
oo ke

Subiectul 3. a) Fie Ae M, (R). Aritai cd 4*+ 4’ +1, =0, dacd si numai daci
A=A+1,=0, sau A +A+1,=0,.
b) Dati exemplu de o matrice 4 e M,(C) astfel incat A'+4'+1,=0,,

A =A+l,20, 51t A+ A+1,20,.

Gaczeta Matematicd 6-7-8/2023, Ce=ar Apostolescu,Ploiesti

Subiectul 4. Fie sirul (x,,)21 Xn = {\/l_l] + [\W +1}+ {(Vn'+ 2}, pentru orice
n € N’ (unde notatia {*} reprezintd partea fractionard).
Demonstrati ¢ girul (x,),21 admite doud subsiruri (x;,")"zl si (Jr,-")nzl

astfel incat lim(x, )=0 si .'.i.."l("l-)’"

Gaz=eta Matematicd 9/2023, S:L23.226, Daniel Petriceanu, Bucuresti

Notii:

e Toate subiectele sunt obligatorii;
o Fiecare subiect se noteazd cu 7 puncte;
e Timp de lucru: 3 ore.



Barem de notare §i evaluare
Olimpiada Nationali de Matematici
Etapa Locald, Judetul Dolj, 17 februarie 2024
Clasa a XI-a

Subiectul 1.

cosna sinna

a) Demonstrim prin inductie propozitia: P(n): 4" =( i
-sinna cosna

J,VnGN'.

P(1) este evident adevirata.
Demonstrim ci P(n)—> P(n+1).

Avem:

4o g4 COST@ sinna) ((cosa  sina)_ cos(n+l)a sin(n+1)a .
-sinna cosna ) \-sina cosa) (-sin(n+l)a cos(n+l)a

Conform principiului inductiei matematice, rezulti ci propozitia P(n) este adevirati,

VneN’, 3p
cos=  sin—
b) Cum sin-’—r-=\/g'-\/3 §i cosi=‘/6+‘/i avem B=4 12 12 ‘
12 4 12 4 n n
-sin— cos—
12 12
Folosind subpunctul a) rezulti 2p
cos 300x sin s cos&—r- sin— . -ﬁ
B _ 4204 3 3 | ion 3 3|2 Pl R | )
. 5067 5067 . 27 2r N
-sin cos -sin— cos— —
3 3 3 3 2 2 2p
TOTAL 7p
Sublectul 2.
1 1 1 1 1
») Deoarece ni+l s ni+1’ nd+z2 " nd41’ " 'nden T ainr’
prin adunarea acestor inegalititi se obfine ci:
ap < —— Cum—— < 1,Vn 2 1, rezulticia, <1,Vn 2 1. Ip
ni+1 ni+1

b) Avem inegalitdfile: A : .

ni+n < nisl = ni+1’
1 1 1

ni+n < nt+2 " nist’

1




-----------------------

ni4n = ni+n " ni4n’
Dupi adunarea acestora obnncm

n n? 1p
nitn e v n’+1 n3+ﬂ e T niyt
o 1l|l-'onmn'+ = Li-lponiﬂ = !lﬂn-a. s 1p
1_1"na@n-1)  limn(na, -1)
¢) lim (n- a,)" = lim [(1 +na, - 1)"-n-'] =gn"*= 1p
n 2
Dar n:(na, —1) = n%a,-n= ,Z.,[n'nHr —I) = _,,z,:’_; §i se obtine:
k =k 1 & & n'+n
-< < . 2
z:n'+n ,z.:‘n +ksz n®+1 e 2 §n'+k 2n* +2 .
1 e
Deoarece lim o~ ,‘2 .rezulti ci llﬂ;n oy =E,de unde obfinem ca:
|
n__
lim(na,)" = 7. Ip
TOTAL 7p
Subiectul 3.
a) ,,<="Presupunem cd A’ - A+1,=0, sau A’ + A+1, = 0,. Rezulti
AL+ L=A 424 + 1~ A = (A +1,) -4 = (£ + A+ L) (4 -4+ 1,)=0,. Ip
“="Presupunemci A'+A*+1,=0,.
Notim @ =tr(4) si p=det(4), a,f € R. Din relatia Cayley-Hamilton avem:
A =ad-pI,.
Din ipoteza A*+ A" +1, =0, objinem (@’ +a-2ap)4=(pa’ - p*+p-1)1,.
dct((a'+a-2ap)4)=det((ﬂa’-ﬂ'+p—1)1,)=>(a’+a-2ap)'.ﬂ=
=(pa’_p2+p_l)1.(‘)
tr((a’+a-2aﬂ)A)=tr((ﬂa’-p'+ﬂ—l)1,):>(a'+a-2aﬁ)-a=
=2(a’ -+ f-1).(++)
2
Din relatiile (+) §i (+*) obtinem a’(a' +l—-2ﬂ)’(ﬂ—%]=0.
-dacd a =0 objinem f#’ - +1=0, contradicfiecu fe K, Ip




\].“.':?";. » G
Olimpiada Nationali de Matematici
Etapa Locald - 17 februarie 2024
Clasa a XII-a
Subiectul 1

Fie G = (5, ) si operajiax + y = xy — 5x =5y + 30.
a) Demonstrafi cd operatia datd induce pe G o structurd de grup abelian.
b) Aritati cd, daca H este un subgrup al lui G care conine toate numerele naturale mai

mari decit 5, atunci H contine toate numerele rationale mai mari decit 5.

(***)
Subiectul 2
Demonstrati ci
f l wdx <L
o (x+1)277 7
(***)

Subiectul 3
Fie (G,') un grup cu elementul neutru e §i /, X doui subgrupuri proprii ale sale.
Daci x? = e, pentru orice x € G \ (H UK), aritati cd (H n K,') este grup comutativ.

Gazeta Matematica nr. 11/2021

Subiectul 4.
Fie functiile f, g: R - R cu proprietatea ci f este injectivi §i
g(x) = f(x) + sin f(x) , pentru orice x € R.
Ariitati cd f admite primitive daci gi numai dacd g admite primitive.

Gazeta Matematica nr. 9/2023

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare problemd se va nota de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru : 3 ore



NINISTTRUT
FDUCATIFL

Barem de notare §i evaluare
Olimpiada Nationald de Matematici
Etapa Locald - 17 februarie 2024

Clasa a XII-a
Subiectul 1
a) Operatia ,,*” este lege de compozitie pe G, asociativd, comutativi, cu Ip
elementul neutru e = 6, Ip
Vx €G,3x' =5+——€G, astfel incit x » x' = x' » x = 6. 1
x=5 P
Fieq € Q,q > 5. Atunci q =5 € Q,q — 5 > 0, prin urmare exista
numerele naturale nenule m, n, prime intre ele, astfel incat
- =
q=5+-. 2p
1
q=5+(m+5-5)(+5-5)=
(m+5) : +5)=(m+5) +5)’
= % ( — — *
m Ges-s Toi=im i+ B Ip
Cum m,n sunt numere naturale nenule, rezultd ci m + 5,n + 5 sunt
numere naturale mai mari decit 5, deci confinute de /1. Conform criteriului
subgrupului, ¢ apartine lui /. Ip
TOTAL Tp
Subiectul 2
(xe* = 1) 2 0,Vx € R implicd 4xe* — 2 < 2x%e?*,Vx € R. 2p
4xe*- 2x2e?x , 1 4xe¥-2 x%e?
Atunci T 2 < Gt ¢ VX €[0,1], deci fo T=rdx S Zf = X dx. (1) Ip
fl xzud— o e2+]‘ 2y etrdy =
o (x+1ZY f +1 e 1 2p
= ' 1 — l' 2 1 2 = 1
= -T+I0 x(e*)dx=-S+e -[, e¥dx= 72
Din relatiile (1) si (2) rezultd concluzia. 2p

TOTAL

Tp




Subiectul 3

H N K subgrup al lui G. Ip

Un grup nu poate fi scris ca reuniunea a doud subgrupuri proprii ale sale,

astfel multimea G \ (H U K) este nevida.

Fie x € G \ (HUK), atunciax € G \ (H UK), pentru oricea € H N K. (1) Ip

In caz contrar, avem ax =y € (HUK), deci x =a~'y,iara* e HNK

si ¥y € (HUK) conducla x = a~'y € (H U K), ceea ce reprezinti o

contradictie. Ip

Din (1) si din ipotezi, avem cd (ax)? = e = x?, pentru orice a € H N K, de

unde obfinem ¢ axa = x, adici ax = xa™!, pentru orice a € H N K. (2) 2p

Fie a,b € H n K oarecare. Atunci a™!,ab € H n K, iar prin aplicarca

succesiva a relajici (2) objinem ab = abx? = ((ab)x)x = x(ab)™'x = 2

(xb~1)(a"'x) = (bx)(xa) = bx*a = ba.

TOTAL 7p

Subiectul 4

» =" Stim cd fadmite primitive, prin urmare f are proprietatea lui Darboux. Ip

Cum f are proprictatea lui Darboux §i feste injectivd obfinem c feste strict

monotona. Ip

O functie monotona ce are proprietatea lui Darboux este continua. :
p

Fie h:R = R,h(t) =t + sint, continud pe R.

Atunci g = h o f este continud pe R, astfel g admite primitive. p

. & " Stim cd g admite primitive, prin urmare g are proprietatea lui Darboux.

Cum h e continui si inversabili, avem h™! continua. Ip

f = h~' o g. Functia h~! continud, prin urmare h™" are proprietatea lui Darboux

si, cum functia g are proprietatea lui Darboux, obfinem cd fare proprietatea lui Ip

Darboux.

Cum feste gi injectivd, rezultd ci feste strict monotond.

O functie monotoni ce are proprietatea lui Darboux este continud, prin urmare

admite primitive. Ip

TOTAL

T




