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Olimpiada Nationala de Matematica

Faza locala - 11 februarie 2023

Clasa a I X- a — Solutii si Barem de corectare

Problema 1

a) Si se arate ca pentru orice x € R avem x*>2 [XZJ{XZ} , unde [a]reprezintd partea
intreagd a unui numar real a si {a} reprezintd partea fractionard a unui numar real a.
b) Si serezolve ecuatia x? = 2./[x2] - {x?} .

Solutie si barem de corectare

a) x* =[x* |+{x*} . Deoarece {x*} €[0;1) si cum X* >0avemM[x?] € Nuvevrururrrrrererarennanns 2p

deci putem aplica inegalitatea dintre media aritmeticd si media geometrica, astfel obtinem

[X* ]+ {x*} 2 2,[ X" ]{x*} ceeaceduce la X* 2 2,[ X’ [{X*} corvrvrviriririiicrciiniinn 1p
b) Egalitate in inegalitatea de mai sus are loc pentru [ x* [={X*} ..eeereeresisisrererninnnn 1p
Cum {x*} €[0;1)si [x*] € N, obtinem ¢ [ x* |={X"} =0 ... 1p
Riamane ci X° =0, adicd X =0 este Singura SOIUiE. .. ...........oevvuneerineeiieeiiieeeieeeeinn, 2p
Problema 2

. . - 1 .
Sirul ()1 CU Xx; = 1, are proprietatea ci Vn - x,.; =Vn+1-x,, — ——— pentru orice

numdr natural nenul. Si se arate ¢i x; + X, + -+ + x,, = v/n pentru orice numdr natural nenul.
( Supliment Gazeta Matematica)

Solutie si barem de corectare

Folosind relatia vn - x4, =Vn+1-x, — M;m si tinand cont de x; = 1 se arati ca

X, = \n — vn — 1 pentru orice numir natural nenul (se demonstreazi prin inductie
TNALEINALICA) 4 e euurernerennsesssosnssssssssssssssssssssssssssssossssssssssssssssssssssssnssssssssasssnsssssse 4p

x, =Vk —Vk —1sik =1,nsi sumand relatiile obtinute vom avea x; + x, + -+ x, = Vn
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Problema 3
Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC. Sa se arate ca daca 314 + 41B + 5IC = 6,
atunci triunghiul este dreptunghic.
Solutie si barem de corectare
AB = c,AC = b,BC = a, A] = 228340 B = SBHaBA o QOO e, 2p
a+b+c a+b+c a+b+c
Din 314 + 4IB + 5IC = 0 obtinem (3b — 4a)4B + (3¢ — 5a)AC + (4¢c — 5b)BC = O........ 2p
Relatie echivalentd cu (8b — 4a — 4c)ﬁ + (7¢ — 5a — Sb)ﬁ =0 si deoarece vectorii AB si
AC sunt necoliniari, rezulta b = %a sic= S?a ............................................................ 2p
Folosind reciproca teoremei lui Pitagora, obfinem mM(XC) = 90%..ciuiiiuiiieinrnrneencereeeeennns 1p
Problema 4

Se considerd un triunghi ABC si punctele M e(AB),N e(BC),Pe(CA), astfel incat
AM BN CP

= ——. Sa se demonstreze ca triunghiurile ABC si MNP au acelasi centru de greutate.

MB NC PA

Solutie si barem de corectare

Se considera AM :%:gzkgi G centrul de greutate al triunghiului ABC
MB NC PA
GA+GBAGC =0, (3p)
— 1 — — — 1 = Kk == = 1 == k =
GM = GA+ GB; GN=—GB+——GC siGP=—-GC+——GA............. (3p)
k+1 k+1 k+1 k+1 K+1 k+1

Prin adunarea acestor relatii se obtine ca GM +GN +GP =GA+GB+GC =0, deci G este centrul de
greutate si al triunghiului MNP ... (1p)
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Olimpiada Nationala de Matematica

Faza locala - 11 februarie 2023

Clasa a X- a — Solutii si Barem de corectare

Problema 1

Sa se determine forma trigonometricd a numarului complex Z cu modulul egal cu 1 si care verifica

egalitatea arg(z® +2) = % .

Solutie si barem de corectare z =r(cost+isint), r = |Z| =1si te[0;27)

Z% = (COS 2L HTSIN2L) currrrreeeeeiurrreeeeeesreeeeesesrareeeeesssesseeeessssseeeesssssssseesssssssseesessenns 1p

Se considerd in reperul cartezian XOY punctele A(z), B(z?)si C(z° +2), ceea ce inseamni ca OACB

este paralelogram cu m(LJ AOB) = m(LI XOB) —M(LI XOA) =2t —t =1 euivuiuiiniinienieneinieeeneeneennnes 1p
Cum OA =0OB se obtine ca OACB este romb, deci OC este bisectoarea unghiului AOB............... 2p
t 3t . 9 3t
m(xOC) = m(xOA) + m(AOC) =t + 5= deci arg(z“+2) = e 1p
Din arg(z? +2) = = sc obtine ca X _x 1
= 7 SC ODUINE CA T = T cececscccsccessccssscssssssscsssccsssscssscssssscsssssssssscsssscsssscssscscse
3 TR TS P
27 2T .. 2«

t=—§1Z=COS—+ISIn? .................................................................................... 1p

Problema 2 Se consideri functia crescitoare f : R — R cu proprietatea ca f (f (X)) = x°,

pentru orice x real.

a) Aratati ca functia f este inversabilad pe R.
b) Calculati f*(=1), f *(0)si ().

( Supliment Gazeta Matematica)

Solutie si barem de corectare

a) Functia crescatoare g : R = R g(x) = X @8t DIECHVAL ....ovvvoveeeeeeseese e (1p)
sidinrelatia f o f =g se deduce ca functia f este bijectiva, deci inversabila.........(2p)
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b) Din egalitatea f (f (X)) =x*sc obtine ca f(f(f(x)))= fOC) si f(F(F())=F3(x),
pentru orice x real
Deci f3(X) = f(X®), pentru orice x real ............ccoueiueeee e, (1p)

Se obtine f3(-1) = f(-1), f*(0) = f(0), f*(1) = f (1), ceea ce inseamni ca f (-1), f (0), f (1) sunt

radacinile ecuatiei X K e (1p)

f (1), f(0), f (1) € {~1,0,1} si cum f este crescitoare si bijectiva se ajunge la
FD) =L, £(0) =0, F(A) =T (1p)

Deoarece f este inversabila, se obtine ca f (~1)=-1, f (0)=0, f ') =L.ccecereerivercrrrrrrnes (1p)

Problema 3 Rezolvati ecuatia x'°85% + x = 2 + 16logs x

( Gazeta Matematicd)
Solutie si barem de corectare
Pentru x > 0 ecuatia este echivalentd cu 3'°85% + 51985% = 2 4+ 16105 Xuureerrnrerrnnrernnneennnenn. 2p
Fie t = logs x. Obtinem 3¢ 4 51 = 24168 cuuiuuiuininiineeniereererseeneeseeseeseeseeneenieneensenns 2p

Functia f: R - R, f(t) = 3" + 5¢ este strict convexd pe R ca o suma de functii strict convexe,
deci ecuatia f(t) = 2 + 16t are cel mult douad solutii, t = 0,t = 2. Rezultaca x = 1 si

x = 25 sunt singurele solutii ale ecuatiel date...eeeiverererierearenresessnteresessnronessnsemsssosancns 3p

Problema 4 Sa se determine parametrul real m pentru care ecuatia

Var + 24T 11— (m+ 1) - V2X + 1 + 2m + 1 = 0 are toate solutiile reale.

Solutie si barem de corectare

Dacid y = /2% + 1 > 1, oricare ar fi x numir real, atunci ecuatia se scrie
il €0 o ) A S T e R | DO 1p
Ecuatia in x are toate solutiile reale daca ecuatia in y are ambele solutii mai mari decat 1........1p

Din conditiile A= 0,y; > 1,y, > 1 si tinand cont ca doua numere sunt strict pozitive daca si
numai daci suma si produsul lor sunt strict pozitive, obtinem m? — 6m — 3 > 0,

ViF+Y, =208 (V1 =DV = 1) > 0o, 1p

Dupi rezolvarea inecuatiilor obtinem 1m € [3 4 2/3,00)uuuuierueeerereerenneereneernneersneennen 4p
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Olimpiada Nationala de Matematica

Faza locala - 11 februarie 2023

Clasa a XI - a — Solutii si Barem de corectare

Problema 1

Se considera sirul (a,),., definit prin a,=1,a, =2 si a, =3a’+a’, ,vn>1. Sise

. a .
calculeze lim—= nell”.

n—o0 n

Solutie si barem de corectare

Se arata prin inductie matematicd a, =1L, Vnell ... 0,5p
3/q3 2
. dad+al, >a, : . :
Se observa ca ,Vn>1, decia,,, >a,,vn>0, adica sirul (a,),.,este strict
S o2 110 ) SUT 0,5p
Din relatia de recurentd obtinem a’, —a’=a? ,, pentru vk >1,de unde rezulta
B = 2L, WK 2L aiiiiiiiiieee ettt ettt e et e e e e e e aa e e s e e et e e e e e eaens 1p
Prin insumare dupa k avem &’ >n-1+a’, adicd a, >¥/n+7, deci lima, =0 ....ceveeeeeeeenn. 1p
nN—oo
Searatd cd @, = @0+ 22, A +Luiiiiierieiiieeeeereeeeeeeeeeeeerrerrrrnnn————aeeaeeaeesanes 1p
. g a-n+1 1 = h an+1
dar a,,>a,, Vnell sidin 1< <1l+— rezultd liIm—= =1 .. ciciiiiiiiiiiniininiinnne. 1p
an an n—o an
3 3 2 <
Deoarece a’, —a’ =a’ ,, rezulta
2
2
. a.,,—a : a . a 1
lim 0 = |im — n-t =lim — N Ip
oo (n+l)-n  noeal, 3

+ ar1+la'n + a: e ( a

Folosind lema Stolz-Cesaro obtinem Iimi :%lp

n—o0 n
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Problema 2

o e w1k n — cos(n? +2023) _ ,. . . Vx—5+Vx—3
a). Aratati ca lim,,_, T sin(n +2022) 1; b). Sa se calculeze lim,._,, i
Solutie si barem de corectare
a).Scrie ¢ -1< sin(n® 4+ 2022) < 1, -1< cos(M? + 2023) S 1 oovvvercevieeeeeesesee s 1p
g T S T ESI(R T 2022) S P
Concluzioneaza folosind criteriul clestelui ca limita eSte 1 ........cocvvieiiieniinenencccee e 1p
1 1
b) lim —3 £S5V — im —_3 SHVE3 — lim {[1+(x—4)]2—1}—{[1+(4—x)]3—1} = 1p
x—4 3 - —4 3 - —4 I I I T
Vs—x+33—x xXo% 5—x-3x-3 * {[1+(4—x)]%—1}—{[1+(X—4)]%—1}
1 1
[1+(x=9)]2-1  [1+(4—x)]3—

06_4){ xx—4 ! * 44—9; 1} [1+(x—4)]%—1 ) [1+(4—x)]%—1
= lim,_, i T~ = e (Ap) = limy,, — = X = 1p

(x—4-){ [1+(4—x)]2-1 [1+(x—4)]3—1} [1+(4—x)]2-1 [1+(x—4)]3-1

4—-x X—4 4—x X—4
1. 1
_2%t3 _
2 3

Problema 3

Se considera matricele A4, B,C, D, E € M,(R), unde

4= D= De=Q Pomtowrns =

Daci det(43' =34+ B) =0, det(A?* —2A+C) =0, detD = 0sidet E = 0, atunci si se
calculeze suma patratelor elementelor matricei A.

Solutie si barem de corectare

Avem detD = det(A — 1,)3' = (det(4 — I,))3! = 0 implicd (x — 1)(t — 1) — yz = 0.......1p
Avemdet E=0odet(A+ L) =00 (x+ D+ 1) = YZ = 0eeeverrneieninenncnenecennnnnn 1p

RezUMtA CEE = =X SI X2 F YZ = 1 (F)eroieeeceeeeee e, 1p
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2= (¥ YV((* Y = (¥ 12 0 )_ 421 — A i 231 —
Ac = (Z —x) (Z —x) = ( 0 ¥ +yz) " I,deci A** = Asi A" = A (x*).....1p

Utilizand det (43! — 34 + B) = 0, det(4%?! — 2A + C) = 0 si tinand cont de (**) obtinem
X = %,y = %,Z ==-5sit= —%, care au suma patratelor egald cu 3.cceiiieiiiniiieiiineiiiaiennnnes 3p

Problema 4

b
Se considerd matricele A = l( V2 ﬁ) siB=A" = (an n) ,n € N*.

S\—v2 V2 cn dn
Sa se calculeze lim,,_,(a, + b, + ¢, + d,).
Solutie si barem de corectare
. . 1 cos Z sin Z
Scriem matricea A sub forma A = - T i 1p
3 —sin cos;

Prin inductie se aratd ca A™ = po

nm . nm
COST SLTLT
. . «
Cnm e | soricarear fin € N ..........cceeeenl3p
—SlTlT COST

1 nm 1  nrm 1  nm 1 nr
> ay =§cosr,bn =gnSin o= _3_”SlnT’d" =—C0S—

Cum lim 3% = 0 si cos % : sinri}—n sunt marginite = lim,,_,o,(a, + b, + ¢, + d,) = O......... 3p
n—-oo
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Olimpiada Nationala de Matematica

Faza locala - 11 februarie 2023

Clasa a XII - a — Solutii si Barem de corectare

Problema 1

a) Calculati j (x° +3X% +6X + A)VX2 +2x +4dX, x € R.

b) Fie f:R - R o functie cu proprictatea e/™ + 3f(x) = x,Vx € R. Si se arate ca f
admite primitive pe R.

Solutie si barem de corectare

a)J'(x3’+3x2 +6X+4)Vx +2x+4dx:J‘(x+1)(x2 +2x+4)\/x2+2x+4dx ......................... 2p

5 5

12 > 1 >
=S (XA 2XHA)2 40 =2 (X 2XHA)2 HC e, 1p
25 5
b) Consideram functia g: R — R, g(X) =€* +3X. Din ipotezi obtinem g o f = Tg.ceueeeueeernarennnnnn 1p
g'(x) =e*+3>0,Vxell, geste strict crescitoare pe R , deci g este iNjectiVisuu.eerueeereeernnreenesnen 1p

Cum g estecontinua, lim g(x)=—o0si limg(x)=wobtinem g(R)=R, deci g este

SUTJECHIVA e v senrsnsonsonssnssnssnssnsonsonssnssnsssssnsonsosssnsonsonsossssssssssssssssnssnssnssnssnssnssnssnssnsonssssnns 1p

g bijectiva, f = g‘l, g continud pe R, deci f este continud pe R, ceea ce inseamnid ca f admite
PHMITIVE PB IR . e Ip

Problema 2

Fiea € (0,) si f:[—a,a] = R o functie para si continua. Sa se arate ca

16
1+ ekx

—-a

a
dx = ff(x)dx,vk ER
0

Solutie si barem de corectare
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a fx) _ [0 S a f(x)
Latomdx = [ o dx + [y Soom @i 2p
T 1p
0 fG) 5 _ _ (0 fCD . _ ra_f® _ aeMr® . rae’re
> [0 LDy = - [P IO g = 2 SO gp = (1O gy = (1D gy 2p
a fe) , _ raefre a f ;. _ (a
Letomdx = [y odx+ [y s omdx = [ fO)dx,V Kk € Revenniniiiiiiinne, 2p
Problema 3
Se considera multimea G = (—1,1) si legea de compozitie * pe G definita prin * y = f:—xj; .

a). Demonstrati ca functia f: (—1,1) - (0, ), f(x) = % este izomorfism de la grupul (G,*)

la grupul (R%, -).

1 1 2022
* — % — =
6

* ok =
2022 2024

N[

< 9 1
b). Sa se arate ca 2

Solutie si barem de corectare

= ey Ixy—x-y 1-x 17y . in(—
a). flxxy) = ey = Tty 19k 10y f(x) - f(y),Vx,y numere reale din (—1,1)(1)....1p

Se demonstreaza ca functia f este DIJECtIVA(2).ereeereerateessarsarsaroscssssntossssssassssessssssssssssssssssssens 1p
Din (1) si (2), obtinem ca functia f este izomorfism de la grupul (G,*) la grupul (RL, *)eeeeeeereennnnn. 1p

b). Se demonstreaza prin inductie ca f(xq * x5 * ... * x,) = f () f(x2) .. f(x),

VX1,X0, 0 X €E G SIVILE NLTU 2 2o 2p
1 1 1 1 1 1 1 1 35 2021 1
—k—k—%  x— ) = f|= - fl—=)===-= T T T iiiiiieeciescinstiestnnseninsenns 1
f (2 4 6 2022) f (2) f (4) f (2022) 3 5 7 2023 2023 p
1 1 1 1 1 1-—— 2022
f este bijectivi= f este inversabild = - x-x—x ..+ —— = f~1 ( ) =208 = ieene 1p
2 4 6 2022 2023 1+—L_ " 2024

Problema 4 Sa se calculeze

: (e’“/7 + 1)_1 J
_Jl VZ-1) +(Z+1)

Solutie si barem de corectare
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(V2-1) "+ (V2+1)

Se arata ca functia f: [-1,1] = R, f(x) = — este functie para............ 1p

Daca a € (0,) si f:[—a, a] = R este o functie para si continua, atunci

S8 LS i = [ FOAY K E Re 2p
: 22 4q)" ‘
= f (e_x ) _xdxzf _xl —xdx: 2p
J(V2-1) +(V2+1) 3 (V2-1) +(V2+1)
Vz+1)" x
- % x = e aretg(V2+ 1) /b= s (arctg(Vz+1)=%)........... 2p



