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1. a) Demonstrați că pentru orice 𝑥, 𝑦 > 0, dacă 𝑥 ∙ 𝑦 = 1 atunci (1 + 𝑥)(1 + 𝑦) ≥ 4. 

b) Demonstrați că pentru orice 𝑎௜ > 0, 𝑖 = 1, 𝑛തതതതത , ∀𝑛 ∈ 𝑁∗ , dacă 𝑎ଵ ∙ 𝑎ଶ ∙ … ∙ 𝑎௡ = 1 atunci  
(1 + 𝑎ଵ) ∙ (1 + 𝑎ଶ) ∙ … ∙ (1 + 𝑎௡) ≥ 2௡  . 

       
 
Soluţie:  

a)  (1 + 𝑥)(1 + 𝑦) ≥ 4  ⇔ 
(ଵା௫)

ଶ
∙

(ଵା௬)

ଶ
≥ 1 și  

(ଵା௫)

ଶ
∙

(ଵା௬)

ଶ
≥ √1 ∙ 𝑥 ∙ ඥ1 ∙ 𝑦 = ඥ𝑥𝑦 = 1 ...........2p 

 
b)     Din inegalitatea mediilor 1 + 𝑎௜ ≥ 2ඥ1 ∙ 𝑎௜ = 2ඥ𝑎௜ pentru orice 𝑎௜ > 0, 𝑖 = 1, 𝑛തതതതത , ∀𝑛 ∈ 𝑁∗..2p  
        Înmulțind membru cu membru inegalitățile de mai sus se obține că 

   (1 + 𝑎ଵ) ∙ (1 + 𝑎ଶ) ∙ … ∙ (1 + 𝑎௡) ≥ 2√𝑎ଵ ∙ 2√𝑎ଶ ∙. . .∙ 2ඥ𝑎௡ = 2௡ ∙ ඥ𝑎ଵ𝑎ଶ … 𝑎௡  = 2௡  .... 3p 
                                                                                                                                             
             

2. a) Să se arate că [𝑥] + [−𝑥] = ቄ
0 dacă  𝑥 ∈ ℤ

−1  dacă   𝑥 ∉ ℤ
 . 

b) Să se rezolve ecuația ቂ
ଶ௫మି଼௫ାଵଵ

௫మିସ௫ାହ
ቃ + ቂ

ି௫మାସ௫ି଺

௫మିସ௫ାହ
ቃ = 1. 

 
Soluţie:  
 

a) Dacă 𝑥 ∈ ℤ ⇒ −𝑥 ∈ ℤ ⇒ [𝑥] + [−𝑥] = 𝑥 − 𝑥 = 0        .…………….…………………………1p  
 

Dacă 𝑥 ∉ ℤ, [𝑥] = 𝑘, 𝑘 ∈ ℤ ⇒ 𝑘 < 𝑥 < 𝑘 + 1 ⇒ −𝑘 − 1 < −𝑥 < −𝑘 ⇒ [−𝑥] = −𝑘 − 1 
deci [𝑥] + [−𝑥] = −𝑘 − 1 + 𝑘 = −1 ………………….………………..……………….….1p 

 
b) Ecuația se transformă în următoarele ecuații echivalente: 

 

ቂ
ଵ

௫మିସ௫ାହ
+ 2ቃ + ቂ

ିଵ

௫మିସ௫ାହ
− 1ቃ = 1 ….……….………………………..…….……………1p 

 

ቂ
ଵ

௫మିସ௫ାହ
ቃ + 2 + ቂ

ିଵ

௫మିସ௫ାହ
ቃ − 1 = 1    ⇔     ቂ

ଵ

௫మିସ௫ାହ
ቃ + ቂ

ିଵ

௫మିସ௫ାହ
ቃ = 0         ……………….…2p 

 

       Dacă notăm 𝑎 =
ଵ

௫మିସ௫ାହ
 =

ଵ

(௫ିଶ)మାଵ
∈ (0,1], deducem din a) că  

       dacă 𝑎 ∈ (0,1) atunci [𝑎]+[−𝑎] = −1 adică ecuația nu are soluții  ……….…………….…… 1p 
       dacă 𝑎 = 1 atunci ecuația este verificată, deci (𝑥 − 2)ଶ + 1 = 1 ⇔ 𝑥 = 2      ……….... ……1p 

 
 

 



3. În interiorul triunghiului ABC se consideră punctul M. Bisectoarele unghiurilor
∢𝐵𝑀𝐶, ∢𝐶𝑀𝐴, ∢𝐴𝑀𝐵 intersectează laturile 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵  în punctele 𝐷, 𝐸 respectiv 𝐹. Arătați că:
a) dreptele 𝐴𝐷, 𝐵𝐸 și 𝐶𝐹 sunt concurente într-un punct 𝑃.

b) dacă 
௉஺

௉஽
∙

௉஻

௉ா
∙

௉஼

௉ி
= 8, atunci 𝑀 este centrul cercului circumscris triunghiului 𝐴𝐵𝐶. 

(supliment Gazeta Matematică 10/2022) 

Soluţie: 

a) Aplicând teorema bisectoarei în triunghiurile 𝐴𝐵𝑀, 𝐵𝑀𝐶, 𝐴𝑀𝐶 se obțin relațiile:
஻ெ

஺ெ
=

஻ி

஺ி
  ,  

ெ஼

஻ெ
=

஼஽

஻஽
  , respectiv 

஺ெ

ெ஼
=

஺ா

஼ா
  ….………………..…….……………………..……1p 

Înmulțind relațiile de mai sus membru cu membru se obține: 1 =
஻ி

஺ி
∙

஺ா

஼ா
∙

஼஽

஻஽
 și din teorema lui 

Ceva se obține concurența dreptelor 𝐴𝐷, 𝐵𝐸 și 𝐶𝐹.  ……………………………..………..……1p 

b) Din teorema lui Menelaus în triunghiurile 𝐴𝐵𝐸, 𝐴𝐵𝐷, 𝐴𝐹𝐶 pentru transversalele 𝐹𝐶, din nou 𝐹𝐶

și respectiv 𝐵𝐸 , se obțin relațiile 
஻௉

௉ா
∙

ா஼

஼஺
∙

஺ி

ி஻
= 1 ,

஻ி

ி஺
∙

஺௉

௉஽
∙

஽஼

஼஻
= 1 respectiv 

஼௉

௉ி
∙

ி஻

஻஺
∙

஺ா

ா஼
= 1 ...3p 

Înmulțind relațiile de mai sus membru cu membru și utilizând 
௉஺

௉஽
∙

௉஻

௉ா
∙

௉஼

௉ி
= 8,  se obține: 

 8 ∙
஺ா

஼஺
∙

஽஼

஼஻
∙

ி஻

஻஺
= 1 ⇔ 8 =

஺ாାா஼

஺ா
∙

஻஽ା஽஼

஽஼
∙

஻ிାி

஻ி
 ⇔ 8 = (1 + 𝑎ଵ) ∙ (1 + 𝑎ଶ) ∙ (1 + 𝑎ଷ) unde se 

notează  𝑎ଵ =
ா஼

஺ா
 , 𝑎ଶ =

஻஽

஽஼
 , 𝑎ଷ =

ி஺

஻ி
   și  𝑎ଵ ∙ 𝑎ଶ ∙ 𝑎ଷ = 1 (din a) )    .........................................1p

Din inegalitatea demonstrată la exercițiul 1b) , egalitatea are loc pentru 𝑎ଵ = 𝑎ଶ = 𝑎ଷ = 1 ceea 
ce înseamnă că 𝐷, 𝐸, 𝐹 sunt mijloacele laturilor 𝐵𝐶, 𝐴𝐶, 𝐴𝐵 . Cum 𝑀𝐷, 𝑀𝐸, 𝑀𝐹 sunt și bisectoare 
și mediane în triunghiurile 𝐵𝑀𝐶, 𝐶𝑀𝐴, 𝐴𝑀𝐵 rezultă că triunghiurile sunt isoscele, deci 𝑀𝐴 =
𝑀𝐵 = 𝑀𝐶 , adică 𝑀 este centrul cercului circumscris triunghiului 𝐴𝐵𝐶.   ................................1p 



4. Fie ABC un triunghi oarecare, t ∈ (0,∞) un numǎr pozitiv, iar M ∈ [BC], N ∈ [CA], P ∈ [AB], astfel
ı̂ncât

BM

MC
=

CN

NA
=

AP

PB
= t .

a) Determinaţi aria triunghiului MNP ı̂n funcţie de aria triunghiului ABC şi valoarea numǎrului real
pozitiv t.
b) Care este valoarea minimǎ a ariei triunghiului MNP? Pentru ce valoare a lui t se atinge aceastǎ
valoare minimǎ?

Soluţie şi barem:
Egalitǎţile din enunţ sunt echivalente cu

BM

BC
=

CN

CA
=

AP

AB
=

t

t+ 1

şi cu
MC

BC
=

NA

CA
=

PB

AB
=

1

t+ 1
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p.
Avem atunci

aria[ANP ]

aria[ABC]
=

AP

AB
· AN

AC
=

t

t+ 1
· 1

t+ 1
=

t

(t+ 1)2
,

şi, analog
aria[BMP ]

aria[ABC]
=

aria[CMN ]

aria[ABC]
=

t

(t+ 1)2
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p.
Atunci

aria[MNP ]

aria[ABC]
=

aria[ABC]− aria[ANP ]− aria[BMP ]− aria[CMN ]

aria[ABC]
= 1− 3 · t

(t+ 1)2
=

t2 − t+ 1

(t+ 1)2
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p.
b) Din inegalitatea mediilor avem cǎ t+ 1 ≥ 2

√
t pentru orice numǎr real pozitiv t, cu egalitate dacǎ şi

numai dacǎ t = 1, astfel cǎ
t

(t+ 1)2
≤ 1

4
, pentru orice t > 0,

cu egalitate dacǎ şi numai dacǎ t = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p.
Rezultǎ cǎ

aria[MNP ]

aria[ABC]
= 1− 3 · t

(t+ 1)2
≥ 1− 3

4
=

1

4
,

cu egalitate dacǎ şi numai dacǎ t = 1(i.e., dacǎ M , N şi P sunt mijloacele laturilor) . . . . . . . . . . . . . . . . 2p.




