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Barem de corectare și notare 

 

1. a) Fie 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℂ ∗   oarecare și 𝑉(𝑎, 𝑏, 𝑐) = |
1 𝑎 𝑎2

1 𝑏 𝑏2

1 𝑐 𝑐2

|  determinantul Vandermonde asociat. 

Exprimați în funcție de 𝑉(𝑎, 𝑏, 𝑐) determinanții 𝛥1 = |
1 𝑏 + 𝑐 𝑎2

1 𝑐 + 𝑎 𝑏2

1 𝑎 + 𝑏 𝑐2

| și 𝛥2 = |
1 𝑎 𝑏𝑐
1 𝑏 𝑐𝑎
1 𝑐 𝑎𝑏

|.  

b) Calculați determinantul 𝛥 de mai jos, scriind rezultatul sub formă de produs: 

 

𝛥 = |

𝑏 + 𝑐 𝑐 + 𝑎 𝑎 + 𝑏
𝑎 𝑏 𝑐
𝑎2

𝑏 + 𝑐

𝑏2

𝑐 + 𝑎

𝑐2

𝑎 + 𝑏

| 

       

 

Soluţie:  

a) 𝛥1 = |
1 𝑏 + 𝑐 𝑎2

1 𝑐 + 𝑎 𝑏2

1 𝑎 + 𝑏 𝑐2

| = |
1 𝑏 + 𝑐 + 𝑎 − 𝑎 𝑎2

1 𝑐 + 𝑎 + 𝑏 − 𝑏 𝑏2

1 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 𝑐 𝑐2

| = |
1 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 𝑎2

1 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 𝑏2

1 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 𝑐2

| + |
1 −𝑎 𝑎2

1 −𝑏 𝑏2

1 −𝑐 𝑐2

| = 

 

=−𝑉(𝑎, 𝑏, 𝑐)   ………………………………………………………………………………………2p 

𝛥2 = |
1 𝑎 𝑏𝑐
1 𝑏 𝑐𝑎
1 𝑐 𝑎𝑏

| =
1

𝑎𝑏𝑐
⋅ |

𝑎 𝑎2 𝑎𝑏𝑐
𝑏 𝑏2 𝑎𝑏𝑐
𝑐 𝑐2 𝑎𝑏𝑐

| = |
𝑎 𝑎2 1
𝑏 𝑏2 1
𝑐 𝑐2 1

| = |
1 𝑎 𝑎2

1 𝑏 𝑏2

1 𝑐 𝑐2

| =  

= 𝑉(𝑎, 𝑏, 𝑐)   …………………………………………………………………………………….....2p 

                                                                                                                                     

b)  Scoate factor comun de pe fiecare coloană și obține:  

𝛥 = (𝑏 + 𝑐)(𝑐 + 𝑎)(𝑎 + 𝑏) ⋅ ||

1 1 1
𝑎

𝑏+𝑐

𝑏

𝑐+𝑎

𝑐

𝑎+𝑏

𝑎2

(𝑏+𝑐)2

𝑏2

(𝑐+𝑎)2

𝑐2

(𝑎+𝑏)2

|| – determinant de tip Vandermonde………2p 

Obține 𝛥 = (𝑏 ⊢ 𝑐)(𝑐 + 𝑎)(𝑎 ⊢ 𝑏) (
𝑏

𝑐+𝑎
−

𝑎

𝑏+𝑐
) (

𝑐

𝑎+𝑏
−

𝑎

𝑏+𝑐
) (

𝑐

𝑎+𝑏
−

𝑏

𝑐+𝑎
)  ………………………1p

                                                                                                                                                

  

             

2. Fie 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2 și  𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗=1,𝑛̅̅̅̅̅ ∈ 𝑀𝑛(ℝ) matricea cu elementele 

 

𝑎𝑖𝑗 = {
1 − 𝑛, 𝑑𝑎𝑐ă  ⅈ = 𝑗,

1, 𝑑𝑎𝑐ă  ⅈ ≠ 𝑗.
 

Calculați 𝐴𝑚 pentru 𝑚 ∈ ℕ∗. 



 

Soluţie:  

𝐴 = 𝑈𝑛 − 𝑛𝐼𝑛, unde 𝑢𝑖𝑗 = 1,   (∀)ⅈ, 𝑗, 1 ≤ ⅈ, 𝑗 ≤ 𝑛. 

Deduce 𝑈𝑛
𝑚 = 𝑛𝑚−1𝑈𝑛    , (∀)𝑚 ∈ ℕ* ………………………………………………………….2p 

Cum 𝑈𝑛𝐼𝑛 = 𝐼𝑛𝑈𝑛, atunci  

𝐴𝑚 = (𝑈𝑛 − 𝑛𝐼𝑛)𝑚 = (−1)𝑚 ⋅ 𝑛𝑚 𝐼𝑛 + 𝑛𝑚−1 ∙ 𝑈𝑛 ⋅ ∑ (−1)𝑚−𝑘𝑚

𝑘=1
⋅ 𝐶𝑛

𝑘……………………….3p 

Arată că ∑ (−1)𝑚−𝑘𝑚

𝑘=1
⋅ 𝐶𝑛

𝑘 = (−1)𝑚 …………………………………………………………..1p 

Deduce 𝐴𝑚 = (−1)𝑚(𝑛𝑚𝐼𝑛 − 𝑛𝑚−1𝑈𝑛) ………………………………………………………...1p 

 

 

3. Calculați limita   

𝑙ⅈ𝑚
𝑥→0

√1 + 𝑥 − √1 + 3𝑥
7

√1 + 4𝑥
4

+ 𝑥 − √1 + 𝑥
6 . 

 

Soluţie:  

 

Avem 𝑙ⅈ𝑚
𝑥→0

√1+𝑥− √1+3𝑥
7

√1+4𝑥
4

+𝑥− √1+𝑥
6 = 𝑙ⅈ𝑚

𝑥→0

√1+𝑥−1− √1+3𝑥
7

+1

√1+4
4

𝑥−1+𝑥+1− √1+7
6

𝑐
= ………………………………………….2p 

 

= 𝑙ⅈ𝑚
𝑥→0

𝑥

√1+𝑥+1
+

−3𝑥

1+ √1+37 𝑥+⋯+ √(1+3𝑥)67

4𝑥

√(1+4𝑥)34
+ √(1+4𝑥)24

+ √1+4𝑥4 +1
+𝑥+

−𝑥

1+ √1+𝑥
6

+⋯+ √(1+𝑥)56

= …………………………………………….3p 

 

=
1

2
−

3

7
4

4
+1−

1

6

=
3

77
.   ……………………………………………………………………………………..2p 

 

 

4. Fie 𝑎 > 0  un număr real pozitiv oarecare și considerăm șirul (𝑥𝑛)𝑛≥1  definit prin 𝑥1 = 𝑎  și 

𝑥𝑛+1 =
𝑥𝑛

1+𝑛𝑥𝑛
2 pentru orice 𝑛 ≥ 1. 

a) Studiați convergența șirului (𝑥𝑛)𝑛≥1 și, în caz de convergență, calculați 𝑙ⅈ𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛. 

b) Demonstrați că șirul (𝑛𝑥𝑛)𝑛≥1 e convergent și calculați 𝑙ⅈ𝑚
𝑛→∞

  𝑛𝑥𝑛. 

 

Soluţie:  

 

a) 𝑥1 > 0 ⇒ 𝑥2 =
𝑥1

1+𝑥1
2 > 0, apoi prin inducție 𝑥𝑛 > 0,   (∀)𝑛 ≥ 1 …………………………1p 

 

Monotonia: 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 =
𝑥𝑛

1+𝑛𝑥𝑛
2 − 𝑥𝑛 = −

𝑛𝑥𝑛
3

1⊢𝑛𝑥𝑛
2 < 0,   (∀)𝑛 ≥ 1 ………………………..1p 

 

Cum (𝑥𝑛)𝑛≥1 este strict descrescător și mărginit inferior, atunci este convergent.  ………1p 

 

Fie 𝑙ⅈ𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑙,    𝑙 ≥ 0 

Presupunem că 𝑙 ≠ 0, atunci trecem la limită în relația de recurență, se obține 𝑙 = 0  absurd, 

deci 𝑙ⅈ𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0.  ………………………………………………………………………….1p 

 



 

 

 

 

 

b) Fie 𝑦𝑛 = 𝑛𝑥𝑛, 𝑛 ≥ 1. 

Avem 𝑦1 = 𝑥1,    𝑦2 = 2𝑥2 =
2𝑥1

1+𝑥1
2 ≤ 1. 

 

Demonstrăm prin inducție că 𝑦𝑛 ≤ 1,   (∀)𝑛 ≥ 2. 

 

Din 𝑦𝑛 = 𝑛𝑥𝑛 ⇒ 𝑥𝑛 =
𝑦𝑛

𝑛
, 𝑥𝑛+1 =

𝑦𝑛+1

𝑛+1
. Înlocuind în relația de recurență se obține: 

 

𝑦𝑛+1 =
(𝑛+1)𝑦𝑛

𝑦𝑛
2+𝑛

.  Atunci 𝑦𝑛+1 − 1 =
(1−𝑦𝑛)(𝑦𝑛−𝑛)

𝑦𝑛
2+𝑛

≤ 0 ⟹ 𝑦𝑛 ≤ 1, (∀)𝑛 ≥ 2   

 

Apoi 𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛 =
(𝑛+1)𝑦𝑛

𝑦𝑛
2+𝑛

− 𝑦𝑛 =
𝑦𝑛(1−𝑦𝑛

2)

𝑦𝑛
2+𝑛

≥ 0, (∀)𝑛 ≥ 2, 𝑑𝑒𝑐ⅈ (𝑦𝑛)𝑛≥1 este crescător. 

 

Șirul este mărginit superior și monoton crescător, deci este convergent.  ……………….2p 

 

Fie 𝑙 = 𝑙ⅈ𝑚
𝑛→∞

𝑦𝑛 ∈ [0, ∞).  Avem 𝑦𝑛 =
𝑛
1

𝑥𝑛

.     Aplicăm Stoltz – Cesaro : 

𝑙ⅈ𝑚
𝑛→∞

𝑛+1−𝑛
1

𝑥𝑛+1
−

1

𝑥𝑛

= 𝑙ⅈ𝑚
𝑛→∞

1

1+𝑛𝑥𝑛
2

𝑥𝑛
−

1

𝑥𝑛

−=
1

𝑙
.   Deci 𝑙 =

1

𝑙
⇒ 𝑙 = 1 ………………………………..1p 

 

 

 

 


