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Clasa a 9-a
Barem de corectare si notare

a) Demonstrati ca pentru orice x,y > 0, dacd x -y = 1 atunci (1 + x)(1 +y) = 4.
b) Demonstrati ca pentru oricea; >0, i = 1,n,vn € N*,dacaa; - a, - ...~ a, = 1 atunci
(1+a1)(1+a2)(1+an) 22” .

Solutie:

(1+x) (1+y) (1+x) (1+y)
a) (1+x)A+y)=>4 &— —=1s >Vl-x-l-y=Jxy=1...... 2p

b) Din inegalitatea mediilor 1 + a; = 2,/1-a; = 2\/31- pentruorice a; >0, i = 1,n,Yn € N*.2p
Inmultind membru cu membru inegalititile de mai sus se obtine ci
1+a) - A+ay)- ...(A1+a,) =2Ja, -2va, -...-2\/a, =2" - Ja,a;..a, =2" ...3p

a) Sa se arate cd [x] + [—x] = { 0 daca x€eZ

—1 daca x€Z"°
b) Sa se rezolve ecuatia [ x2_8x+11] [_x e 6]
’ 4x+5 —4x+5
Solutie:
a) DacAx €EZ=>—x€Z=>[x]+[—x]=x—x=0 1p
Dacax € Z,[x|=k,k€Z=>k<x<k+1>-k-1<-—-x<-k=>[-x]=-k-1
deci [x] + [—X] = —k — L4k = =1 e 1p
b) Ecuatia se transforma in urmatoarele ecuatii echivalente:
1 -1
o=t oo 1] =1 1p
1 -1 -1
[x2—4x+5] t2+ [x2—4x+5] —l=1 = [x2 4x+5] + [x2—4x+5] =0 2p

1 1 ) 5
x2—4x+5  (x—2)2+1 € (0,1], deducem din a) ca

dacd a € (0,1) atunci [a]+[—a] = —1 adica ecuatia nu are solutii .....................cooeeeenns. 1p
dacd a = 1 atunci ecuatia este verificatd, deci (x —2)? +1=1©x=2  .....ccovee cones 1p

Daca notam a =




3. In interiorul triunghiului ABC se considerd punctul M. Bisectoarele unghiurilor
IBMC,<xCMA, XAMB intersecteaza laturile BC,CA, AB in punctele D, E respectiv F. Aratati ca:
a) dreptele AD, BE si CF sunt concurente intr-un punct P.
< PA c . . o o
b) daca II:—D : % : i—F = 8, atunci M este centrul cercului circumscris triunghiului ABC.
(supliment Gazeta Matematica 10/2022)
Solutie:
a) Aplicand teorema bisectoarei in triunghiurile ABM, BMC, AMC se obtin relatiile:
BM _BF MC _ CD . AM _ AE
O L] 01 o1 A 1p
AM ~ AF > BM  BD MC ~ CE
. . .. . . BF AE CD . .. .
Inmultind relatiile de mai sus membru cu membru se obtine: 1 = 7 5 55 9 din teorema lui
Ceva se obtine concurenta dreptelor AD, BE 1 CF. .......cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiei e 1p
b) Din teorema lui Menelaus in triunghiurile ABE, ABD, AFC pentru transversalele FC, din nou FC
. : : ... BP EC AF BF AP DC . CP FB AE
si respectiv BE , se obtin relatiile — - — - — =1, = —— = 1respectiv —'—"— =1.3p
g i "Y' PE CcA FB FA PD CB PF BA EC
. . . . . .. . PA PB PC .
Inmultind relatiile de mai sus membru cu membru si utilizand 5 75 Pr 8, se obtine:
AE DC FB AE+EC BD+DC BF+F
----- L oo g 222 B0 T ©8=(1+a)-(1+a,) (1+az)unde se
cA CB BA ep AE p0C BF
noteaza @i =-—,d; = -, 03 = — §i A1 Ay a3 =1(dina)) .o, 1p

Din inegalitatea demonstrata la exercitiul 1b) , egalitatea are loc pentru a; = a, = a; = 1 ceea
ce inseamnd cd D, E, F sunt mijloacele laturilor BC, AC, AB . Cum MD, ME, MF sunt si bisectoare
si mediane 1n triunghiurile BMC,CMA, AMB rezulta ca triunghiurile sunt isoscele, deci MA =
MB = MC , adica M este centrul cercului circumscris triunghiului ABC. .......cccevvvvevviennennn. 1p



4. Fie ABC un triunghi oarecare, t € (0,00) un numdr pozitiv, iar M € [BC], N € [CA], P € [AB], astfel

incat

BM CN AP

MC NA PB
a) Determinati aria triunghiului MNP in functie de aria triunghivlui ABC i valoarea numdrului real
pozitiv t.
b) Care este valoarea minimd a ariei triunghiulut MNP? Pentru ce valoare a lui t se atinge aceastd
valoare minima?

Solutie si barem:
Egalitatile din enunt sunt echivalente cu

BM CN AP ¢

BC  CA AB it+1

MC _NA_PB_ 1
BC CA AB t+1°

.................................................................................................... 1p.
Avem atunci
aria[ANP] AP AN _ t O
aria][ABC] ~ AB AC  t+1 t+1 (t+1)2’
si, analog
aria[BMP]  aria]CMN] 't
aria[ABC] — aria[ABC] — (t+1)2°
.................................................................................................... 2p.
Atunci
arial MNP]  aria|ABC] — aria[AN P] — aria[BM P] — aria|[CMN] 1—3 t o —t+1
aria[ABC] aria|ABC) N (t+1)2  (t+1)2°
.................................................................................................... 1p.

b) Din inegalitatea mediilor avem ci t + 1 > 24/t pentru orice numér real pozitiv ¢, cu egalitate daca si
numai daca t = 1, astfel ca

t 1
m < 1 , pentru orice t > 0,
cu egalitate daca gi numal daca & = L.... ...ttt 1p.
Rezulta ca . 3 1
' t
le_?"iZl——:i
aria[ABC] (t+1)2 11

cu egalitate daca gi numai daca t = 1(i.e., daca M, N si P sunt mijloacele laturilor) ................ 2p.





