OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
SUCEAVA, 18 februarie 2023
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE-CLASA a VIII-a

1. Fie numerele reale a si b astfel incat: a” +b* —8a/3 —6b+/2 +66 =0.
a) (3p) Aflati numerele reale a si b.

b) (4p) Comparati numerele reale c si d, unde ¢ =

[a]-[5] 2] . _1+v2
[—a] —[—b] Sa 2
Prin [x] se Intelege partea intreagd a numarului real x.

Profesor, Brutaru Tamara

Solutie:

2) a>+b* =8av3 =62 +66 =0 = (a=48) +(b=VI8) =0, de unde a=4v3,5 =342

b) [a] =6,[b] =4,[-a] ==7,[-b] =-5. Calculand c obtinem:

- La]-[7] L2 6-4 205 :_1+5\/§:5\/§—6,i
[-a]-[-b] 5a -7+5 5@3 6

Cum 5v3-6<35i3+3+/2 >3, avem ¢ <d.

ar d

1442 _3+32
2 6

Barem:
a) a*+b* -8av3-60v2 +66 =0 « (a=48) +(b-VI8) =0 2p
a=4/3,b=32 p
b) [a]=6,[b]=4,[-a]=-7.[-b]=-5 Ip
2
oo lal=[p] L2 _6-4 205 5V3 _5V3-6 Lp
[-a]-[-b] 5a -7+5 5@3 6 6
d:“fz“zﬁ, 5V3-6<35i3+32>3 c<d 2p




2ab <A +b
a+tb 2
b) (5p ) Daca x, y, z sunt numere reale pozitive si x +y + z = 2023, aratati ca:
X y z
+ + <1
x+2023 y+2023 z+2023

2. a) 2p) Daca a, b > 0, demonstrati ca

Profesor, Popa Ana Marcela

Solutie:
+
a) Dacia,b> 0, 2_?_1:) < a+h = 4ab < (a +b)2 = (a—b)* 20 , egalitatea are loc daci a =b.
a
+ +
b) Folosim inegalitatea de la punctul a. Daca a, b > 0, atunci 2ab < a+h ,de unde ab < a+h 1)
a+b 2 a+b 4
+
egalitatea are loc dacd a =b. Scriind relatia (1) pentru a = x si b = 2023 obtinem 2023x <X 2023 (2).
x +2023 4
+
Scriind relatia (1) pentru a =y si b = 2023 obtinem 2023y <Y 2023 (3). Scriind relatia (1) pentru a = z si
y +2023 4
+
b = 2023 obtinem —2020%_ ¢ 2*2023
z+2023 4
+x+y+
Adunnd (2), (3) si (4) rezulta 2023x N 2023y N 2023z < 20233 +x+y z
x+2023 y+2023 z+2023 4

2023x + 2023y 4 2023z < 202304
X+2023 y+2023 z+2023 @ 4

Cum x + y + z =2023 avem > Tmpartim prin 2023 si obtinem

X y z
+ + <l1.
x+2023 y+2023 z+2023

X y z
: - : + + <1
Egalitatea nu poate avea loc, deoarece x + y + z = 2023 , deci X+2023  y+2023  7+2023
Barem:
+
a)Dacda,b> 0, 2_?_]1 < a 2b = 4ab < (a +b)2 = (a-b)*=20, egalitatea are loc dacd a=b. 2p
a
+ +
b) Daca a, b > 0, atunci Zab sa b,deunde ab sa b, Ip
a+tb 2 a+tb 4
+ +
a=xsib=2023 obtinem —202%_ < X*2023 o i b= 2023 obtinem —202Y_ ¢ ¥ *+2023
x +2023 4 y +2023 4 Ip
+
= 7§ b = 2023 obtinem —2020°_ ¢ 2+2023
z+2023 4
2023x 2023y 2023z 20233+x+y+z
+ + < . 1 p
x+2023 y+2023 z+2023 4
c 023 2023x 4 2023y + 2023z < 20234 {
UMX Y+ 2= 2000 aVem 003 y+2023 z+2023 . 4 P
T S ) Egalitatea nu poate avea loc, deoarece x +y + z = 2023 , deci
X+2023 y+2023 z+2023° P ’ yre= ’ |
P
4 Y v <.
x+2023 y+2023 z+2023




3.(7p) In cubul ABCDA'B'C'D' punctele M, N si P sunt mijloacele muchiilor BB', C'D' si respectiv C'B'.

Calculati sinusul unghiului format de dreptele AM si NP.

Profesor, Sascau Gabriela

Solutie:
Cc P B'
N
D’ : Ar M
Q
S A B
D2 A

Fie Q mijlocul segmentului AA’. Cum QA = MB' si QA//MB'= AMB'Q paralelogram, deci AM//B'Q.

NP este linie mijlocie in triunghiul B'C'D'=NP//D'B’.
Din NP//D'B' si AM//B'Q=><%(AM ,NP) = <(B'Q,B'D') =«xD'B'Q

Se demonstreaza ca triunghiurile D'A'Q si B'A'Q sunt congruente deci D'Q = B'Q=AQB'D’ este isoscel =

QO'IB'D’, unde O’ este mijlocul segmentului D'B’.

Daca notam cu a muchia cubului, aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic A'B'Q obtinem B'Q

a5 a3

) si in triunghiul O'B’'Q obtinem O'Q = ) -

sin<¥<(AM ,NP)=sin<«QB'D'=—~=—-—>=="",

Barem:

Fie Q mijlocul segmentului AA’. Cum QA = MB’ si QA//MB'= AMB'Q paralelogram, deci

BO J5 5

AMI/B'Q. Ip
NP este linie mijlocie in triunghiul B'C'D'=NP//D'B’ 1p
Din NP//D'B’ si AM//B'Q = <(AM ,NP)=<(B'Q,B'D") =«D'B'Q Ip
Se demonstreaza ca triunghiurile D'A'Q si B'A'Q sunt congruente deci D'Q = B'Q=AQB'D’ este ’
isoscel = QO'LIB'D’, unde O’ este mijlocul segmentului D'B’ p
Daca notam cu a muchia cubului, aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic A'B'Q

a5 a3 1
obtinem B'Q= ) si 1n triunghiul O'B'Q obtinem O'Q = ) P
sin X(AM ,NP) =sin<QOB'D' =%=£=£ Ip




4. (7p) O piramidda SABCD are baza paralelogram. Pe segmentele SB, SC si SD ludm punctele M, N,
respectiv P astfel incat SM = 2MB, SN = NC si SP = 2PD. Aratati ca punctele A, M, N, P sunt coplanare.

Gazeta Matemarica Nr.9/2022
Solutie:

F
Dreptele NP si NM taie planul bazei in punctele E si respectiv F. Vom ardta ca punctele E, A, F sunt coliniare,
deci dreptele NP si NM sunt incluse in planul (NFE) si ALI(NFE), deci punctele A, M, N, P sunt coplanare.

Avem NP N DC = {F} si din teorema lui Menelaus in ASDC avem —— [—lC— DD— 1, de unde obtinem

% =2(1). Avem NM N BC = {E} si din teorema lui Menelaus in ASBC avem —— GC— BB— 1,de unde

CN BE SM

obtinem E—E =2(2). Din (1) si (2) conform Teoremei reciproce a lui Thales 1n triunghiul CEF obtinem

BD // EF.

Fie AC N BD = {O} si din ABCD paralelogram O este mijlocul lui AC, din (1) D este mijlocul lui CF, deci
OD este linie mijlocie in triunghiul ACF, prin urmare DO // AF si rezulta BD // AF.

Din BD // EF, BD // AF si F U BD rezulta ca punctele E, A, F sunt coliniare, deci dreptele NP si NM sunt
incluse 1n planul (NFE) si ALO(NFE), deci punctele A, M, N, P sunt coplanare.

Barem:

Avem NP N DC = {F} si din teorema lui Menelaus in ASDC avem —— E-IC— BD— 1, de unde

CN DF

obtinem % =2(1). Avem NM N BC = {E} si din teorema lui Menelaus in ASBC avem 2p
SN BC—E BB— 1,de unde obtinem CE _ =2(2).
CN BE SM BE
Din (1) si (2) conform Teoremei reciproce a lui Thales in triunghiul CEF obtinem BD // EF. !

P
Fie AC N BD = {0} si din ABCD paralelogram O este mijlocul lui AC, din (1) D este mijlocul lui
CF, deci OD este linie mijlocie in triunghiul ACF, prin urmare DO // AF si rezultda BD // AF. 2p
Din BD // EF, BD // AF si F [ BD rezulta ca punctele E, A, F sunt coliniare, deci dreptele NP si
NM sunt incluse 1n planul (NFE) si AUO(NFE), deci punctele A, M, N, P sunt coplanare. 2p

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.
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