BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a Xl-a

1. Fiesirul (a,)  datde a =1sia,,=,1+(n+2)a,, YneN".

(4p) a) Demonstrati ca lim &g,

n—w n

=€.

n—o n!

Supliment Gazeta Matematica Nr.11/2022
Solutie. a) Din a, =1 si relatia de recurenta gasim a, =2, a, =3 si apoi demonstram prin inductie

ca an:n VneN .

AtunC| -1, Vne N deci I|m—=1
n n—oo n

n+1
\/7 \/ni Q/Z unde x, =— . Atunci Lm )'(‘n*l —LLOOL%:—:J:

_(n+1)" N o :
=lim u =1lim (1+ —) =e si apoi aplicand criteriul radical rezulta ca:
n

n—oo n n—oo

— n+l
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Barem.
a) Demonstreaza prin inductie cd @, =n, Vne N’ . 3p
Obtine ¢ lim 21 =1, 1p
nN—o0 n
b) Observa ca J \/7”, unde X, =— siarataca lim—= Yot _ g 2p
,\/_ n—oo Xn

Aplica criteriul radical s =e.

hoseo f 1p
2. (7p) Sa se calculeze limita Iim( ! + ! + ! +LJ

e\ Jnies Jr12 Jmels | ne2
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. w1 Y .
Solutie. Sirul caruia i se cere limita este X, = — |, VnelN .
(Z_; Jn? + 4k j
Deoarece n__ n <§ ! <1 vneN", calculul se plaseazi in cazul
N+2 Jn?+4n+4 Sn?+4k  Jn?+8 ’
) limy, n+l 1 ‘ n+l n _
”17”, adica limx, =e>", unde y,=n| ) ———-1|. Obtinem y, = [——1}, lar
N> (Z;‘ \Vn? +4k j kzz;‘ Jn? +4k
n+l

prin efectuare calculelor si rationalizare gasim Y, = —Z 4k , VneN". Atunci

:2(n+x/n2 +4k)\/n2 +4k




n+1 n+1

4Zk 4y’

Ly < s 2(n® +3n)

k
_(n+\/m> n’+8 _(n+M)m

pentru orice neN', de unde lim(-y,)=1si limx, = 1
e

n+3n
(n+1)(n+2) (n+\/n2+4n+4)\/n2 +4n+4

nN—oo nN—owo

Barem.
Arata ca limita ceruta se gaseste in cazul 71"~ 2p
im y, n+1 .
Deduce ca limx, = e ,unde y, = —Z i , VneN 2p
i k=2(n+\/n2+4k)\/n2+4k
o 2(n2+3n) 2(n2+3n) .

Aratacd ————~ <y < , Vhe N 2p
2(n+1)(n+2) (n+\/n2+8)\/n2+8

Obtine ca lim(-y,)=1si limx, 1 1p
n—oo n—o0 e

3. (7p) Daca a si b sunt numere complexe distincte si nenule, sd se determine matricele

a 0 0
AeM,(C), astfel incat A"=| 0 b 0 |, unde n este numar natural nenul.
-b 0 a
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Solutie. Evident, A comuta cu | O b 0|, conditie care valorificata arata ca A este de forma

-b 0
x 00 X" 0 0
A=/0 y 0|eM,(C), iar prin inductic matematicd , se obtine A"=| 0 y' 0 |eM,,
z 0 X nx"*z 0 X

vneN". Atunci, dacd « este o ridicinid de ordin neN a numirului complex a, S este o

radicini de ordin ne N~ a numirului complex b, solutia ecuatiei matriceale este:

a 0 O
A= 0 L 0 leM,.
na

Barem.

x 0 0
Aratd cd A este de forma A=| 0 y 0|eM,(C)
z 0 X

3p

X" 0 0
Demonstreaza prin inductie matematica faptulca A"=| 0 y" 0 |eM,, VneN".
nx"*z 0 X

2p




a 0 0
Obtine solutia ecuatiei matriceale de forma A= 0 £ 0], unde a este o radacina de
b

—a 0 «

ordin n a numarului complex a, iar £ este o radacina de ordin n a numarului complex b.

2p

4. (7p) Fie n>2 numar natural, M o multime cu n elemente si S, S,,..., Szu submultimile nevide

ale lui M, intr-o ordine oarecare. Consideram matricea A:(aij) , unde a, =‘Si mSj‘,

i,j=12"-1

Vi, j=1,2"—1. Aratati ca matricea A este singulara.
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Solutie. Notim cu A=det(A). Fie aeM fixat, iar p,q,r e{l,Z,...,Z” —1} astfel incat S, ={a},
S,=M\{a} si S, =M. Consideram un ie{1,2,..,2" -1} oarecare. Atunci a, =[S, S,|. Cum
‘Sp‘ =1, rezulta ci a, €{0,1}.

Dacd a,=0, atunci §;nS, =, deci agS;. Deducem cd 5 NS, =5 NS, adicd
&, =&, . Obtinem a, +a, =&, (1).

Dacd a, =1, atunci S,nS, ={a}, deci aeS,. Deducem ca S;NS, =(S, NS )u{a} si
atunci a, =a, +1. Obtinem a;, +a, =3, (2).

Din (1) si (2) deducem cd a,+a,=a,, Vi=12"-1, adica prin adunarea elementelor

coloanei p la elementele coloanei g se obtin elementele coloanei r. Atunci determinantul A" obtinut
prin adunarea coloanei p a lui A la coloana q este egal, pe de o parte cu A si pe de alta parte cu 0,
avand doua coloane identice. Rezulta A =0, deci matricea A este Singulara.

Barem.

Aratd cd &, €{0,1},Vi=1,2" -1, unde p corespunde unei submultimi S, ={a}, iar acM fixat

2p

Arati ci a, +a,=a,, Vi=12"-1,unde S, =M \{a} si S =M

ir !

3p

Deduce A =0 si matricea A singulara

2p

Observatie: Se pot acorda 2 puncte pentru tratarea unui caz particular (spre exemplu n=2 si o
alegere oarecare a multimii M, respectiv a submultimilor sale nevide intr-0 ordine oarecare).

Nota:
Orice alta solutie corectd se va puncta corespunzator.




