OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
SUCEAVA, 18 februarie 2023
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE-CLASA a X-a

1. Fie a,b,ce(1,») si x=log,. a,y=Ilog,b,z=log,, c
1 1

a) (3p) Aratati ca ! + + =2;
X+1 y+1 z+1

b) (4p) Demonstrati ca a2 . p=E) ) —q
Supliment Gazeta Matematica 10/2022
Solutie: a) Avem lo bc) =
) CZyC: X+1 CZYC: Iogbc a+1 CZYC: log,. a+ IogbC (bc) CzycllogbC (abc) CZYC: 9ase (BC)
=log,, (a’b’c’)=2.

b) Avem a0y =(a('°g"° a*l))H = (a""~""’°(ab°))in = ((abc)'m‘]"“a)%Z = (abc)™*). Tn mod analog deducem
b)) — (abc)"* ™, respectiv ¢**Y) =(abc)z(x’y)

De aici rezulti ca a7 . gz c(z+0ey (abc) (=2)ry(zxra(y) (abc)o =1.

Barem:

a)Demonstreazécerinta 3p
b) Demonstreaza a**"™* (abC)X(H) sianaloagele .............ccooeviiiiiiiiiii e, 2p
Finalizare a*0/2) . pU2) . =0 — (gpe ) E0) _ (@) =1 2p

2. Spunem ca o functie f:Q — Q are proprietatea ”P” dacd verifica urmatoarea relatie:
f(x+y)=f(x)+f(y)+1-xy,vx,yeQ.
a) (3p) Determinati a,b,c e Q pentru care functia g:Q — Q,g(x)= f (x)+ax* +bx+c este functie aditiva

(adica ¢ (X + y) =g (X) +9( y),VX, y € Q), unde f este o functie cu proprietatea ”P”".
3

b) (4p) Determinati functiile f cu proprietatea ”P” care verifica conditia f (1)= 5

Cristian Amoraritei, Suceava
Solutie. a) Din conditia g (X + y) =g (X) +0 (y),VX, y € Q rezulta

f(x+y)+a(x+y) +b(x+y)+c=f(x)+ax® +bx+c+f(y)+ay’ +by+c e

<:>1—xy+2axy:c,Vx,yerc:l,a:%,be@.
b) Conform punctului a) functiile g:Q —> Q, g (X) =f (X) + % x? +bx+1,beQ satisfac ecuatia functionala
Cauchy si atunci exista meQ astfel inct g(x)=mx,vxe Q< f(x)= —%xz +(m-b)x-1,vxeQ. Din

conditia f(1)= —g rezultd m—b =0 si atunci functia cerutd este f:Q—>Q, f(x)= —% x*-1.

Barem.

a) Deduce c=1,a=%,be@ .............................................................................. 3p
b) Demonstreaza f(x):—%x2+(m—b)x—1,VXeQ .................................................... 3p
Determinarea functiei f :Q—)@,f(x):—%xz—l 1p

3. Se considera numerele complexe a,b,c e C astfel ca |a| = |b| = |C| =
a) (3p) Daca a,b,c sunt afixele varfurilor unui triunghi echilateral, sa se demonstreze ca
ab+bc+ca+2(a+b+c)=0;




b) (4p) Daca ab+bc+ca+2(a+b+c)=0, sa se arate ca a,b,c sunt distincte doud cate doua si sunt afixele
varfurilor unui triunghi echilateral.
Dan Popescu, Suceava

Solutie. a) Fie £ € C\R o ridicini de ordin trei a unititii, adicd 1+ & +&° =0. Se pot considera
a,ae,as’ cele trei afixe ale varfurilor unui triunghi echilateral, caz in care

ab+bc+ca+2(a+b+c)=a2(1+g+52)+2a(1+g+52)=0.

b) Daca presupunem, de exemplu, cd b=c, relatia ab+bc+ca+2(a+b+c)=0 se scrie si
2a(b+1)=—b(b+4), de unde
2b+1=|p+4=4p+1 =|b+4[" < 4(b+1)(b+1)=(b+4)(b+4)< b =4, contradictie.
Conjugand relatia ipotezei ab+bc+ca+2(a+b+c)=0, rezulta
1 N 1 1 (l 1

—+—+—=+2 —+—+1)=0<:>a+b+c+2(ab+bc+ac)=0,deundeseobgine a+b+c=0.
ab bc ca a b

Utilizand relatia lui Sylvester deducem ca afixul ortocentrului triunghiului nedegenerat determinat de a, b si
¢ coincide cu afixul centrului cercului circumscris aceluiasi triunghi, deci triunghiul este echilateral.

Barem.
a) Demonstrarea cerintei 3p
b) Arata cd numerele SUNt diStNCEE. . ... ..ottt ittt ettt eeaeeaanaaa 2p
Demonstreaza ca triunghiul este echilateral..........ooooiiiiiiiiiiii i eeiieeieaaais 2p

4. a) (3p) Aratati ca functia f:R™ >R, f(x)= este strict descrescatoare pe intervalele (—,0)si

respectiv (0,0), dar nu este monotond pe R .

b) (4p) Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia:

o, 1 X
T ESTY e

2

Cristian Amoraritei, Suceava
Solutie. a) Fie x,,X, € R, X, # X, . Calculim raportul de variatie al functiei:
1-x; 1-x
f (XZ)_ f (Xi) __ % X _X _X1X22 — Xt X2X12 _ (XZ _Xi)(_l_xixz) =_1+ XX <0, pentru
X, =X X, =X X1X2(X2_X1) X1X2(X2_X1) XX, ,
orice X, X, apartinand intervalului (—e,0) sau intervalului (0,), deci f este strict descrescatoare pe

fiecare dintre aceste intervale. Pentru a arata ca functia nu este monotona pe domeniul de definitie

este suficient sa consideram numerele —2 < —1<% si obtinem f (-2)= g = f (%j, f(-1)=0, deci

f(-2)> f (1)< f[%]
b) Adundm 1 in ambii membri ai ecuatiei i obtinem

L 2fT Lo t(ean)= 1 (27,

—— o f

o1 x* +1

Deoarece functia f este functie injectiva pe (O, 00) , deducem ca ecuatia este echivalenta cu
x? +1=2""" & log, (x*+1)=v2" ~1 < log, (t* +1) =v/2' -1, unde am notat t =|x|,t € [0,00).
Functia g:[0,00) —[0,0),g(t)=log, (t2 +l) este functie inversabild, g™ (t)=+2'—1. Ecuatia

x> +1+

g (t) =g* (t) =) (t) =t < log, (t2 +1) =t < t*+1=2", cu solutiile naturale 0 si 1. In concluzie,

multimea solutiilor ecuatiei este {—1, O,l} :
Barem.




a) Demonstreaza ci f este strict descrescatoare pe intervalele mentionate...................... 2p

Demonstreazi ci f nu este monotond pe R ..ottt 1p
. M

b) Obtine f (x*+1)= f (2*’2 1) 1p

Deduce ecuatia echivalenta log, (t2 +1) =2 =L, t 20 1p

Rezolva ecuatia si gaseste multimea solufiilor INre@i. .. ovvnieene i, 2p

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzadtor.




