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1. a) (3p) Aritati ca grupurile (R,+) si ((0,+),-) sunt izomorfe.
b) (4p) Aratati cd grupurile (R,+) si (R*,~) nu sunt izomorfe.

Gazeta Matematica

Solutie: a) De exemplu, functia f:R —(0,+0), f(x)=2" este bijectiva si verifica egalitatea
f(x+y)=2""=2"-2"=f(x)- f(y), pentru orice x,y e R, adica f este un izomorfism de grupuri.
b) Daca, prin absurd, grupurile (R,+) si (R*,~) ar fi izomorfe, atunci ar exista o functie

bijectiva f :R — R’ cu proprietatea cd f (x+y)=f(x)- f(y), pentruorice x,yeR .

2
Pentru orice xeR avem f(x)=f(§+5j=f[5j-f(§j= f(lj >0, deci
2 2 2 2 2

Im(f)<[0,+x), adicd f nu este surjectivé, absurd!

Barem.
a) Dd exemplu de un izomorfism intre grupurile (IR, +) si ((0, +00), ) 3p
b) Foloseste metoda reducerii la absurd 2p
Obtine contradictia 2p

2. (7p) Fie (G) un grup cu proprietatea ci existd doud elemente a,b <G asfel incat ab="b’a si

ba = a’h . Demonstrati ci a"b" = ab, pentru orice numar natural impar n.
Dan Popescu, Suceava

Solutie: Folosind succesiv egalititile din ipotezi, avem: ba =a’b =a’ab =a’b’a.
Simplificand egalitatea ba = a’b’a, la dreapta, mai intfi cu a, apoi cu b, obtinem a’b* =e, unde e este
elementul neutru din grupul (G . )

Vom demonstra prin inductie ca, pentru orice numar natural m, avem a’™"b*™" =ab, (1)

Tntr-adevar, pentru m=0 avem egalitatea evidentd a'b' =ab. Daca egalitatea (1) este adevaratd pentru

valoarea m=k e N, avem a**"p?** =ab, iar de aici rezulta aa®"h**'b=a’b?, adica a®***p**? =e.

Compunand, din nou, la dreapta cu a si la stinga cu b, obtinem a***h**® =ab, adicd egalitatea (1)

este adevdrata pentru valoarea m=k +1. Cu aceasta inductia este completa.

Barem.

Obtine egalitatea a’h’ =e 3p

Demonstreaza prin inductie egalitatea (1) 4p




arctg x
x?+1

3. a) (2p) Calculati j

dx, xeR.

b) (5p) Determinati toate functiile f :IR — R care au proprietatea ca admit 0 primitiva F :R — R
2X

x*+1

astfel incat f (x)= -F(x)+arctg x, pentru orice xeR.

Mihai Piticari si Vladimir Cerbu, Campulung Moldovenesc
arctg x
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x> +1 x*+1
b) Cum F este o primitiva a Iui f, deducem ca F este derivabila si F'= f . Scriind egalitatea din

£(x)-(x+1)~F (x)-2 '
(x)-(X* +1)-F(x) XzarCth,obginem(F(X)j=arCth

Solutie. a) Cu substitutia t =arctg x, dt =

dx, obtinem imediat j dx= %arctgzx +C.

ipoteza sub forma , pentru orice xeR.

(Xz+1)2 x> +1 X +1)  x*+1
F(x)

x> +1

- S o 1 .
Tinand cont de punctul a), rezultd ca exista keR astfel incat ziarctgzx+k, adica

2
X +1 . . . . .
F(x)= 5 arctg®x +k (X2 +1) , pentru orice xeR. Prin derivare obtinem functiile cautate:

f:R—>R, f(x)=xarctg’x+arctgx+2kx, unde k este o constanti reald oarecare.

Barem.
arctg x 1 )

a dx==arctg"x+C 2

) [ =g P

b) Deduce ca F este derivabila si F' = f 1p
F()_1 . o
———~==arctg°x+k, keR 2
X*+1 2 J b
Finalizare 2p

n+1

4. (7p) Pentru fiecare ne N, considerdm |, = I

SPIOR 7
dx . Aratati ca IImIn:Z.

1 (¥ +1)(x°+1) s
n+l
ML 6y " " o Vasile Rosca, Radauti
Solutie: Avem | :!‘(Xz +1)(x6 +1) dx:‘!'x2 +1dx__!.(xz +l)(X6 +l) dx.
n+1 n+1 n+1
Notand J, = T (X2 +1>)<EX6 +1) dx, rezultd 1, +J, =arctg(n +1)_amtgni+l , pentru orice neN", (1).

n+1

n+1

Avem J = j ! -idx. Cu schimbarea de variabila t = 1 , dt = —izdx , obtinem
X
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Tnlocuind J, =1, in relatia (1), obtinem I =%(arctg(n +1)—arctg LJ pentru orice neN", (2).
n+

Cum lim arctg(n+1)= Z i lim arctgi1 =0, din relatia (2) rezulta ca lim1 :%
n—o n—w n+ n—o
Barem.
Obtine relatia (1) 2p
Demonstreaza J =1, 3p
Finalizare 2p

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.



