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BAREM DE NOTARE

Clasa a XlI-a

Subiectul 1

Fie legea de compozitie x°y=xy+4(x + y)+12, unde x,y €R.
Dacan € N, n>6, aflati ultimele doua cifre ale numarului 10203o0...on .

Barem

Legea se aduce laforma Xoy =(X+4)(y+4)—=4 ..., Ipunct

Demonstram ca legea este asociativa adica

(x0y)0zZ=x0(Y02Z),VX,Y,Z € N oottt 1 punct

Prin inductie se arati ca :
X 0%, 0.0 X = (X +4) (X, +4). (X, +4) =4, VX, Xy X, €0 ,VNED N2 2 e, 2 puncte
Avem X ox, =(x +4)(x,+4)-4

Din asociativitate rezultd X, o X, o X; = (X, +4)(x, +4) (X, +4)—4

Presupunem ¢ X, o X,o...0X = (X +4)(X, +4)..(x +4)—4, kel k=2

Demonstram X, © X, ©...0 X, =(% +4)(X, +4)...(X,, +4)—4

X 0% 00 Xy = (X 0 Xy 00X )0 Xy =[ (X +4) (X +4).(X +4) =4 o X, =

=[(% +4)(X, +4).(X +8) = d+4 o (X, +4) = 4=(x +4) (X, +4)...(X +4) (X, +4) -4

= X 0 X, 00X, = (X +4) (X, +4)..(X, +4) =4, VX, X,,..., X, €0, Vnell ,n>2

Atunci 102030...on:(1+4)-(2+4)-(3+4)-...-(n+4)—4=5-6-7-...-(n+4)—4

Daca nell,n>6 atunci produsul 5-6-7-...-(n+4)are cel putin factorii 5, 6,7,8,9,10 ...........lpunct
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= U, (567 (NH4)) =00 ..ot Ipunct

DeCi U, (5:6-7-...-(N+4)=4) =96 ..ot Ipunct

Subiectul 2

a+3b

Se considerd multimea G=1 A, =| .
b a+db

]‘a b e Z,,det(A) = 1}

(5p) a) Aratati ca (G,-) este grup abelian de ordin patru, in care fiecare element al grupului coincide cu

inversul sau.

(2p) b) Determinati subgrupurile lui (G,).

Barem
a) Din conditia det(A) =1 rezulta ecuatia a®+5b% =11n Z G rreereereee et (1 punct)
cu solutiile (10)(23)(4 3)(50) ..................................................................... (1 puncte)

Se realizeaza tabla operatiei de inmultire a matricelor pe G, se verifica proprietatile grupului si se
demonstreaza ca fiecare element al grupului coincide cu inversul sau .................cooeneene (3 puncte)
b) G contine matricea unitate si trei matrice de ordin 2, prin urmare G este izomorf cu grupul lui Klein,

avand cele doua subgrupuri improprii si alte 3 subgrupuri generate de elementele de ordin 2.....(2 puncte)

Subiectul 3

e+ @) (')
a) Avem I(X) f e )+e_x = IW ........................................ 2 puncte
Folosind schimbarea de variabild f(x)-e* + 1 =1t .......ccoooiiiiiiiiiiiiiiiiie, 1 punct
obtinem I(t) = f% =Int+CsideaiciI(x) =In(f(x)-e*+1D)+C.cevvrir viininn.n. 1 punct

b) fie f(x) = sinx — cosx > 0, Vx € (— —) Avem f'(x) = cosx + sinx si f(x) + f'(x) = 2sinx

sinx ff(x)+f (x)d

sinx—cosx+e‘x fx)+e %

COST)) F € oo 2 puncte

Folosind rezultatul de la a) avem [ ln(l + e*(sinx —
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Subiectul 4
Functia f este continua pe ( 0, g] (operatii cu functii elementare).

Studiem continuitatea functiei f Tn punctul x=0

2 . 2 . . .

. . X“—=sin“x 1 . x+sinx x-sinx 1\ . . Xx+sinx . X .
lim f(x) = lim (— — —):hm( _ S —), jar lim — = llm( — + 1) =2si
x—=0 x>0 \ x2sin2x 3/ x50\ sinx  xZsinx 3 x—0 Sinx x—0 \sinx >

. 0 1-cosx

. X—sinx Q . T2 1 v v

lim — lim - = - ,rezulta ca

: = sinx
x—0 x2sinx x—0 27+cosx

lir% f(x) =0.Avand f(0) = 0,deducem ca f este continuain x =

X—

0. Deci, f este continua pe [O, %] , de unde rezulta ca f admite primitive pe [O, g] ... 3 puncte
Remarcand ca functia H(x) = % —ctg x — g este o primitiva a functiei f pe (0, §]= rezultd ca o
primitiva F a functiei f pe[O, g] este de forma:

a x=0

F(x):{i _ctgx— g +hxe (O'g] AP ER). 2 puncte

Pentru ca F sa fie o primitiva a functiei f pe [O, g], este necesar ca F sa fie derivabila pe [0, g]

Evident, F este derivabila pe (O, g].Prin urmare, F este derivabila pe[O, g]

dacd este derivabild si in x=0. Pentru a putea indeplini aceasta cerinta,

este necesar ca F sa fie continua in x = 0, ceea ce impune ca lirr(l) F(x) = F(0).Cum lil‘% F(x) =
xX— X—

lim (sinx—xcosx _ E + b) — b

x—0 xsinx
« -1.  Sinx—xcosx_,. x sinx . sinx . RN
(caci lim , =lim = = lim g;7—— = 0), iar F(0) = a, de unde rezultd ca b=a.
x—0 x sinx x—0 Sinx+x cosx x—0 +COS X
X

a, x=0

Rezultd ca F(X)={1_Ct x—2+ax € (OE]'
. 9 3 ’ "2

F(x)—F(0) T sinx _1_ lim lcosx _é -0),

Tinand seama ca F'(0)=lim —_—
’ x—0 x—0 2sinx+x cosx 3 x—0 2+

sinx

Remarcand si faptul ca F'(0) = £(0) si F ()= - — + ———= = f(x), oricare ar fi x € (0,5],

x2 = sin?x

deducem ca F este derivabila pe[O, g] Rezulta ca F sunt primitivele lui f. Pentru a=0, obtinem o

primitiva a functiei f. 2 puncte
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