INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN

MEHEDINTI MINISTERUL EDUCATIEI

OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA-11 FEBRUARIE 2023
Clasa a Xl-a

BAREM DE EVALUARE $SI NOTARE

e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se
acorda punctajul corespunzator.

¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare
pentru rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem .

Problema 1.
. (lg2 0 n
a) Fie A = (lg3 —lgz)' Calculati A",n > 1.
1 0 Ig2
b) Fie B = <—lg2 1 0 > Calculati B2923,
0 0 1
Solutie:
a) Tr(A) = 0si aplicand teorema lui Hamilton — Cayley = A?> = —detA - I,......... 1p
detA = —1g?2; A> = 1g?2-1,; A3 =1g22-A, A*=1g*2 - Lhureveveeiciecien, 1p
L ) L lg"12- A, nimpar
AT = =1
Demonstratia prin inductie matematica: A { lg"2 -1, npar n>1 1p
0 0 g2 0 0 1
b)B=I3+(—lg2 0 0>=13+lg2-C;C=<—1 0 0) ................................ 1p
0 0 O 0 0 O
0 0 O
CZ=10 0 —1],C% = Ogcceeeeieeeeeeeeeee e 1p
0 0 O
B =L+ nlg2 €+ 221022 €20 2 Lo 1p
1 0 20231g2
B20%3 = (—2023lg2 1 -2023- 1011lg22> ........................................................... 1p
0 0 1

Problema 2. Fie A, B € M,(C) astfel incat AB — BA = A?. Aratati ca detA = 0.

Solutie: Presupunem, prin absurd, ca detA+ 0 A inversabila.................cccccceeeeenenn.. 1p
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AB—BA=A?2A""AB—A'BA=A""42=B —A""BA=A oot 1p
Tr(B — A"'BA) = Tr(A) =>Tr(A)=Tr(B)-Tr(A"1BA) = Tr(B) = TT(B) = Oueorvvrvreenrn.... 1p
Din relatia lui Hamilton- Cayley = A? = —detA-1, > AB — BA = —detA - I,.............. 2p

Tr(AB-BA)=Tr(—detA - 1,) = Tr(AB) — Tr(BA) = Tr(—detA-1,) = Tr(AB) —
Tr(BA) = —2det(A) = det(A) = 0 —contradictie = presupunerea este falsa = detA =

Problema 3. Fie (a,;),s1 , Un sir de numere naturale nenule distincte. Aratati ca sirul

.. . 1 1 1 . o

(X )n=1, definit prin x, = cos—+cos—+--+cos——n este convergent si ca
1 2

n

lim x,, € (—1,0).
n—-oo

. , . 1 . 1
Solutie: Fie sirul x,, = —Y}_4 (1 — cos a_k) = —2 Y}, sin? 2o Sl (R 1p
Xpi1 — Xy = —28in? a1 <0,n>1=(x,),>1 este strictdescrescator(1)................. 1p
n+1
By = 120 < € € 13 Lo 1p
2a, — 2 2

0 <sinx <x,Vx € (0, g) sitermenii lui (a,),s1 sunt numere naturale distincte,

pentru oricen =

2P 1p
=23 s coyn Loy L 10 1w 1
X = 2Xfey sin 5 < 250e 1 S XRei3 <5 (1+3+ zk_g(k_l)k) ..................... 1p
. 1(7 1 7
DeCI,xn>—E(Z—;)>—§ ,Vn23(2) ................................................................... 1p

Din (1) si (2) deducem ca (x,),»; €Ste  convergent; lim x,, €
n—-oo

Problema 4. Determinati valorile parametrilor reali a si b pentru care

. a b 1
lim —_—— ) = -
x—1 \1-x8  1—x12 2

Solutie:
. a b . 1 a b
}CI_I)I} (1_x8 - m) = }CI_I)I} = (1+x4 - 1+x4+x8) ............................................................. 1p
< b Ce C e e .
Daca % -3 % 0 atunci limita ar fi infinitd- NU CONVINE...........ccoiiiiiiiiiiieeeeeee e 1p
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.. a b 2b .. . , . b 2 1
———-=0a=— — |
Deci, - — 7 = 0 < a = — gilimita devine }clﬂ py [3 ) 1+x4+x8] 2p

L b () (et
T x511-x* 3(1+x4)(1+x4+x8)

_ b(-2x*-1) _ b
) S e i aas) g oo oo e e 1p

FINAlIZAIE D = — 3, G = — et e e e e e e e e
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