
 

 

INSPECTORATUL ŞCOLAR JUDEŢEAN 
MEHEDINȚI 

 

MINISTERUL EDUCAŢIEI  

 

 

pag. 1 

OLIMPIADA DE MATEMATICĂ 
ETAPA LOCALĂ-11 februarie 2023 

Clasa a XII-a 
BAREM DE EVALUARE ŞI NOTARE 

 
• Pentru orice soluţie corectă, chiar dacă este diferită de cea din barem, se acordă punctajul corespunzător. 

• Nu se acordă fracţiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvări parţiale, în limitele 
punctajului indicat în barem . 

 

Subiectul 1 

Fie 𝑎 ∈ (1,4). Să se calculeze: 

𝐼 = ∫
𝑙𝑛𝑥

𝑥2 − 𝑎𝑥 + 𝑎
𝑑𝑥

𝑎

1

 

Soluție: 

 Fie 𝑥 =
𝑎

𝑡
; 𝑑𝑥 = −

𝑎

𝑡2 𝑑𝑡 

𝐼 = ∫
𝑙𝑛𝑥

𝑥2 − 𝑎𝑥 + 𝑎
𝑑𝑥

𝑎

1

= ∫
𝑙𝑛𝑎 − 𝑙𝑛𝑡

𝑎2

𝑡2 −
𝑎2

𝑡 + 𝑎
∙ (−

𝑎

𝑡2
) 𝑑𝑡

1

𝑎

= ∫
𝑙𝑛𝑎 − 𝑙𝑛𝑡

𝑎 − 𝑎𝑡 + 𝑡2
𝑑𝑡

𝑎

1

= 𝑙𝑛𝑎 ∫
1

𝑡2 − 𝑎𝑡 + 𝑎
𝑑𝑡

𝑎

1

− 𝐼 ⇒ 2𝐼 = 𝑙𝑛𝑎 ∫
1

𝑡2 − 𝑎𝑡 + 𝑎
𝑑𝑡

𝑎

1

 

𝐼 =
𝑙𝑛𝑎

2
∫

1

(𝑡 −
𝑎
2

)
2

+
4𝑎 − 𝑎2

4

𝑑𝑡

𝑎

1

= 

=
𝑙𝑛𝑎

2
∙

2

√4𝑎 − 𝑎2
∙ (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

2𝑎 − 𝑎

√4𝑎 − 𝑎2
− 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

2 − 𝑎

√4𝑎 − 𝑎2
) 

=
𝑙𝑛𝑎

√4𝑎 − 𝑎2
∙ (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

2𝑎 − 𝑎

√4𝑎 − 𝑎2
− 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

2 − 𝑎

√4𝑎 − 𝑎2
) 

 

2p 

 

 

2p 

 

 

 

 

 

1p 

 

1p 

 

1p 

 

Subiectul 2. 

Să se calculeze: 

𝐼 = ∫
𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

1 + 𝑒𝑡𝑔𝑥
𝑑𝑥

√3

−√3

 

Soluție: 

 

𝐼 = ∫
𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

1 + 𝑒𝑡𝑔𝑥
𝑑𝑥 = ∫

−𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(−𝑥)

1 + 𝑒𝑡𝑔(−𝑥)
𝑑𝑥 = ∫

(𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)𝑒𝑡𝑔𝑥

1 + 𝑒𝑡𝑔𝑥
𝑑𝑥 =

√3

−√3

√3

−√3

√3

−√3

 

 

2p 

 

 

2p 
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∫
(1 + 𝑒𝑡𝑔𝑥 − 1)𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

1 + 𝑒𝑡𝑔𝑥

√3

−√3

𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥 − 𝐼

√3

−√3

 

2𝐼 = ∫ 𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥 = 2 ∫ 𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥

√3

0

√3

−√3

 

𝐼 = ∫ 𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥

√3

0

=
𝑥2

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥|

0

√3

−
1

2
∫

𝑥2

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 =

𝜋

4
−

1

2
∫ (1 −

1

1 + 𝑥2
) 𝑑𝑥 =

√3

0

√3

0

 

=
𝜋

3
−

√3

2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

3p 

 

Subiectul 3. 

Fie (𝐺,∙) un grup cu proprietatea: 𝑥2 = 𝑒, ∀𝑥 ∈ 𝐺. Să se arate că (𝐺,∙) este grup abelian. 

 

Soluție: 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 ⇒ 𝑥𝑦 ∈ 𝐺 ⇒ (𝑥𝑦)2 = 𝑒 
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 ⇒ 𝑥2 = 𝑒; 𝑦2 = 𝑒 

𝑒 ∙ 𝑒 = 𝑒 ⇒ (𝑥𝑦)2 = 𝑥2𝑦2 ⇒ 𝑥𝑦𝑥𝑦 = 𝑥𝑥𝑦𝑦 ⇒ 𝑦𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝑦 ⇒ 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 
 

2p 

2p 

3p 

 

Subiectul 4. 

Fie 𝐸 = ℝ × ℝ. Pentru orice 𝑡 ∈ ℝ definim 

 𝑓𝑡: 𝐸 → 𝐸; 𝑓𝑡(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑡𝑦 +
𝑡2

2
; 𝑦 + 𝑡) ; ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸. Să se arate că 𝐺 = {𝑓𝑡 ∕ 𝑡 ∈ ℝ} este grup 

comutativ izomorf cu grupul comutativ (ℝ, +). 
 

Soluție: 

 

𝑓𝑡°𝑓𝑡′ = 𝑓𝑡+𝑡′;  𝑓0 = 1𝐸;  𝑓′𝑡 = 𝑓−𝑡 

                                            Fie 𝐹: 𝐺 → ℝ; 𝐹(𝑓𝑡) = 𝑡; 𝐹 −bijectivă. 

𝐹(𝑓𝑡+𝑡′) = 𝑡 + 𝑡′ = 𝐹(𝑓𝑡) + 𝐹(𝑓𝑡′) 

 

3p 

2p 

2p 

 

 

 

 

 


