INSPECTORATUL $COLAR JUDETEAN

MEHEDINTI MINISTERUL EDUCATIEI

OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA-11 FEBRUARIE 2023
Clasa a IX-a

BAREM DE EVALUARE $I NOTARE

e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se
acorda punctajul corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare
pentru rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem .

Subiectul 1

Sa se demonstreze ca:

a’+bc , b%+ca

a) >a+b, (V)ab,c>0
2b-ii)c bzc++a 2
b) THhe  rHa P S a+ b+, (M) a,b,c>0
b+c c+a a+b
Solutie:
2 2 — —
a) Inegalitatea este echivalenta cu: (Lbc— a) + (“—ca— b) >( o athe-o
b+c c+a b+c
BOBT0) o () 5 ettt ettt 2p
ct+a
a-c b-c a®-b?
@(a—b)(m—m)ZO@@(a—b)mZO@ ................................. 1p
(a=b)%(a+b)
“Bro)cid) S 0,(V) @ D,C >0 oo 1p
b) Folosind punctul @), obtinem b)...........coociiiiiiiiii 3p
Subiectul 2
Sa se determine numerele reale a4, a,, ... ....,a,, strict pozitive, astfel incat:
(L)Z + (1)2 + + (1)2 _ D vy e N
o = o) =72 n .
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Solutie:

1 2
Pentrun = 1, avem (a—) —leoag =1=V1

1

2
Pentrun = 2, avem 12 + (ai) =3 a4 = V2 2p
2

Vom arata prin inductie ca:
P(n): a,=+vn, M)n=1
1) Etapa de verificare a fost parcursa.
2) Etapa de demonstratie:

Presupunem P(k) si demonstram ca P(k + 1) este adevarata, (V) k > 1.

P(k): a, =k
Plk+1): Grer = VEh+ 1 o 1p
2 2 2 2
Dar (ail) + (;—2) ++(aﬁk) + ((’1‘:1) =EVED (W keN e...1p
@+(%)2=W=}ak+12=k+1@ak+1=\/k_+1 ................. 2p
Din ) sill), rezulta ca P(n) este adevarata, (V) n € N .........oovviiiniien, 1p
Subiectul 3
Se considera a, € N si multimea M = {ay, a4, a,, ... ....., @y, .. ... }, Unde
alzm,azzm, ...... ,anzm, ......... , larn € N.
Sa se arate ca multimile M N Q siM n (R\ Q) contin o infinitate de elemente.
Solutie:
Ridicand la patrat relatia a,,; = \/a,2 + 1, obtinem a,,,?> = a,2 +1, (V) n € N........... 1p

Adunand relatiile pentru k € {0, 1,2, ........,n — 1}, obtinem a,* = ap* + n. ..c.ceveren. 1p
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Luand n, = 2ka, + k*, unde k € N*, rezultd a,, * = (ap +k)* & a,, =ay+k €

Q

pentru orice k € N*, deci M N Q esteinfinita..................coooiiiii 1p

Vom demonstra ca a,, ., € R\ Q, (V) k € N*, prin metoda reducerii la absurd.

Presupunem cé a, ,; € Q. Cuma, =ay+k =a, €N, iara, 1 = [ay?+1,
rezultd Ca ap, 41 E N oo 1p
. . ~ ~ . _ . 2 _ 2
Ridicand la patrat relatia a,, 4+, = /ankz + 1, obtinem a,, “=a,“+1
2 2 —
Sap"— oy =1 (ank+1 — ank)(ank+1 + ank) =1 1p

ank+1 - ank =1
ank+1 + ank =1
obtinem a,, = 0. Cum a,, * = a,® + n, obtinem a,* + n;, = 0, ceea ce este fals,
deoarece ap = 0 sik=1.DecCiay s ER\Q(MKkEN ..., 2p

Dar a, € Nsia, 4, €N, rezultaca { . Scazand cele doua ecuatii

Subiectul 4

Fie triunghiul ascutitunghic ABC cu ortocentrul in H. Notam cu S si T punctele de
intersectie dintre semidreptele (BH respectiv (CH si cercul circumscris triunghiului

ABC. Daca AS+AT=AH, aratati ABC este triunghi echilateral.

(GM 11/2022)
Solutie
Din AS+AT=AH rezulta ca ASHT este paralelogram=AT || BS si AS ||CT........ 2p

Din BS1AC si AT|| BS = AT.AC= [CT] diametruin cercul circumscris
trUNGRIUIUT ABC. (L) coeniniii e 1p

Din CT.LAB si AS|| CT = AS.AB= [BS]diametruin cercul circumscris
tHUNGRIUIUT ABC.(2). e e 1p

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca BCST este dreptunghi=BS N CT={O}, dar

BS NCT={H}= H = 0 =AABC este echilateral.....................cccceiiiiiiii 3p



