
 

 

 

Olimpiada de Matematică – Etapa Locală 

 Maramureş – 18 februarie 2023 

Clasa a XI - a  

 

 

Barem de corectare și notare 

 

 

1.      Fie 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ2(ℝ) și 𝐶 = 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 , astfel încât det(𝐶) = −4. 

a) Aflați 𝑎 ∈ ℝ astfel încât 𝐶2 = 𝑎 ∙ 𝐼2. 

b) Calculați det(−2𝐼2 + 𝐶) și det(𝐼2 − 𝐶2022). 

Soluție. 

a) 𝑇𝑟(𝐶) = 𝑇𝑟(𝐴 ∙ 𝐵 − 𝐵 ∙ 𝐴) = 0 ș𝑖 det(𝐶) = −4     ...................................................1p 

din  Cayley- Hamilton avem 𝐶2 − 𝑇𝑟(𝐶) ∙ 𝐶 + det(𝐶) ∙ 𝐼2 = 𝑂2 ⇒ 𝐶2 = 4 ∙ 𝐼2 ⇒ 𝑎 = 4.....2p 

b) det(2𝐶 −  𝐶2) = det(2𝐶 − 4 ∙ 𝐼2) ⇒ det(𝐶) ∙ det(2𝐼2 −  𝐶) = det(2(𝐶 − 2 ∙ 𝐼2)) 

⇒ −4 det(2𝐼2 −  𝐶) = 4 det(𝐶 − 2 ∙ 𝐼2) ⇒ det(2𝐼2 −  𝐶) = 0       ............................2p 

det(𝐼2 − 𝐶2022) = det(𝐼2 − (4𝐼2)1011) = det ((1 − 41011)𝐼2) = (41011 − 1)
2
.  .... 2p 

 

2.        Fie matricele 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ𝑛(ℝ) astfel încât 𝐴2 + 𝐵2 = (2 + √3)(𝐴 ∙ 𝐵 − 𝐵 ∙ 𝐴 ).  Dacă  

det(𝐴2 + 𝐵2) ≠ 0, demonstrați că n se divide cu 12.  

Soluție. 

Fie 𝑋, 𝑋 ∈ ℳ𝑛(ℂ), 𝑋 = 𝐴 + 𝐵𝑖 , 𝑋 = 𝐴 − 𝐵𝑖 

 𝑋𝑋 = 𝐴2 + 𝐵2 + 𝑖(𝐵𝐴 − 𝐴𝐵) ⇒ det( 𝑋𝑋) = det ((2 + √3 − 𝑖)(𝐴 ∙ 𝐵 − 𝐵 ∙ 𝐴 )) ⇒................2p 

|det( 𝑋)|2 = (2 + √3 − 𝑖)
𝑛

det(𝐴 ∙ 𝐵 − 𝐵 ∙ 𝐴 )      .......................................................................1p 

Cum |det(𝑋)|2 ∈ ℝ și det(𝐴 ∙ 𝐵 − 𝐵 ∙ 𝐴 ) ≠ 0 ⇒ (2 + √3 − 𝑖)
𝑛

∈ ℝ  ...................................... 2p 

(2 + √3 − 𝑖)
𝑛

= 2𝑛 (1 + cos
𝜋

6
− 𝑖 sin

𝜋

6
)

𝑛

= 22𝑛 (cos
𝜋

12
)

𝑛

(cos
𝜋

12
− 𝑖 sin

𝜋

12
)

𝑛

∈ ℝ 

⇒ sin
𝑛𝜋

12
= 0 ⇒ 𝑛 se divide cu 12.     ............................................................................................. 2p 

 

3. Fie (𝑎𝑛)𝑛≥1  un șir de numere reale astfel încât  𝑎1 > 0 și  𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 +
1

𝑎𝑛
 , pentru orice 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 1. 

a) Arătați că  lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = +∞. 

b) Demonstrați că  lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

√2𝑛
= 1. 

(Suplimentul G.M.10/2022) 

Soluție. 

a) 𝑎𝑛 > 0, ∀ 𝑛 ≥ 1 (inducție matematică)                      .....................................................1p 

 

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 =
1

𝑎𝑛
> 0, ∀ 𝑛 ≥ 1 ⇒ (𝑎𝑛)𝑛≥1  e strict crescător⇒ există  lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = 𝐿 ∈ ℝ ∪ {∞}....1p 

Presupunem că 𝐿 ∈ ℝ.  lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1 =  lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛 +
1

𝑎𝑛
) ⇒ 𝐿 = 𝐿 +

1

𝐿
⇒

1

𝐿
= 0, contradicție⇒ 𝐿 = ∞..1p 

b)  lim
𝑛→∞

(
𝑎𝑛

√2𝑛
)

2
=  lim

𝑛→∞

𝑎𝑛
2

2𝑛
=  lim

𝑛→∞

𝑎𝑛+1
2 −𝑎𝑛

2

2𝑛+2−2𝑛
=  lim

𝑛→∞

(𝑎𝑛+
1

𝑎𝑛
)

2
−𝑎𝑛

2

2
= lim

𝑛→∞

1

2
(2 +

1

𝑎𝑛
2) = 1   ...................... 3p 

𝑎𝑛

√2𝑛
> 0 ⇒  lim

𝑛→∞

𝑎𝑛

√2𝑛
= 1.             .............................................................................................................1p 

 



 

4. Considerăm șirul (𝑥𝑛)𝑛≥1, 

 𝑥𝑛 = ∑
1

𝑛 + 𝑘

𝑛

𝑘=1

 

a) Arătați că șirul (𝑥𝑛)𝑛≥1 este monoton și mărginit. 

b) Calculați lim
𝑛→∞

𝑛2 (𝑒𝑥𝑛+1 − 𝑒𝑥𝑛) știind că  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = ln 2. 

 

Soluție. 

a) 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 =
1

2𝑛+1
+

1

2𝑛+2
−

1

𝑛+1
=

1

(2𝑛+1)(2𝑛+2)
> 0, ∀ 𝑛 ≥ 1 ⇒ (𝑥𝑛)𝑛≥1 e strict crescător.... 1p 

𝑥1 =
1

2
≤ 𝑥𝑛 , ∀ 𝑛 ≥ 1 și 𝑥𝑛 ≤

1

𝑛+1
+

1

𝑛+1
+ ⋯ +

1

𝑛+1
=

𝑛

𝑛+1
< 1, ∀ 𝑛 ≥ 1   ..................................2p 

b)  

 lim
𝑛→∞

𝑛2 (𝑒𝑥𝑛+1 − 𝑒𝑥𝑛) =  lim
𝑛→∞

𝑛2 𝑒𝑥𝑛(𝑒𝑥𝑛+1−𝑥𝑛 − 1) =  lim
𝑛→∞

𝑛2 𝑒𝑥𝑛
𝑒𝑥𝑛+1−𝑥𝑛−1

𝑥𝑛+1−𝑥𝑛
∙ (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)  .... 2p 

= 𝑒ln 2  lim
𝑛→∞

𝑛2 ∙ (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛) = 2  lim
𝑛→∞

𝑛2 ∙
1

(2𝑛+1)(2𝑛+2)
= 2 ∙

1

4
= 2  .............................................. 2p 

 


