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Olimpiada de matematica - Etapa locala 18.02.2023

e Nu se acorda puncte din oficiu.
e Pentru orice solutie corecta, diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzdtor.
o Fiecare exercitiu este punctatde la 0 la 7.

1. Pe R se defineste legea de compozitie x * y = xy —a(x +y) + a(a + 1),unde a € Z.
a)Aratati ca H = (a — 1,a + 1) este o parte stabila a lui R in raport cu legea ,,* ” (4p)

b)Demonstrati ca (H, *) nu poate forma o structura de grup. (3p)

) €H => {a—1<x<a+1 1
a) x,y i T T p
__flx=al<1 _
<_>{|y—a|<1_> [x —al |y —al <1 e 2p
=>xx*xy€H 1p
b)  Proprietatile SrupUlUi  .....oooceeiiieeee e e 1p

e=a+1€H 2p

1 1 1 2x
: _J{0 0 0 1 SUSUTIN ) . . .
2.FieG = 00 o 11X € Z ;. Aratati ca (G, -) este grup abelian si ca grupurile
0 0 0 1
(G, ") si (Z,+) sunt izomorfe
Fie M(x),M(y) EG,M(x) - M(Y) = M(X + Y+ 1) oo 2p
Asociativitatea si comutativitatea ........ooooviiiiiii e 1p
EIemMENTUI NEULIU M (— 1) oottt ettt et et r s e be et s eteeneeenteeeseeenne 1p
Simetricul [ui M () @Ste M (=2 — X) coveeieeeeeeete ettt ettt ettt eere et te e s areeebeesbeebeeeaneens 1p
fiZ - G, f(x)=M(x) eteizomorfismul CAULAt. ....ccecveriereriese e 2p

3.Calculati limita sirului (a,,) »»1 definit prin a,, = fzn

1 1
—rexdx, n=>1.
n x

< 1 1 _1 S 1 1
Avemcda n<x<2n,(V)n=>1 S -S-<—=em <ex<en (V)x €[n2n] ... 2p
A , . 1 .. n . ,
Inmultind relatia cu = si integrand pe intervalul [n, 2n], obtinem:
1
1

2n1 L 2n1 1 2n 1 L on 1 on
[TToemdy < [TT=rexdx < [ =rendx > em-lnx|F" < a, <en-lnx|F > ... 3p
n x n x n x
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= “Ve-In2 < a, < Ve - In2. Folosind criteriul clestelui se obtine c3 lim a,, =
n—-oo

x+1-xinxin(log,
x(x+1)2Inx

x)dx,xe (1, )

4. FieeRa>1. Calcula;if

f [ x+1 _ xinxin(logg x)

_ f _fln(logax)
x(x+1)%Inx x(x+1)%Inx x(x+1)Inx

(x+1)2

- In(inx)-In(l In(l '
= fﬁ (In(lnx)) dx — [ n(inx)-In(tng) 5, _ Inlnx) f(ﬁ) In(Inx) dx — —

(x+1)2 x+1

In (Ina) _
f(x+1)2 dx

In (lnx) ln (Inx) dx ln(ly,df ln(lna L C= In (logg x) +c

= 1 (x+1)2 /_1)2 / ol L

In2....2p
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