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Clasa a XII-a
Solut, ii s, i bareme

Problema 1.

Calculat, i integrala

∫
1

x675 + x2023
dx, unde x ∈ (0,∞).

Ugron Szabolcs, Sfântu Gheorghe

Solut, ie

Fie n = 674, atunci trebuie calculat integrala

∫
1

xn+1 + x3n+1
dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

I =

∫
1

xn+1 + x3n+1
dx =

∫
xn−1

x2n + x4n
dx =

1

n
·
∫

(xn)′(
xn
)2

+
(
xn
)4dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Notăm xn = t, atunci n · xn−1dx = dt

As,adar I =
1

n
·
∫

1

t2 + t4
dt =

1

n
·
∫

1

t2 ·
(
t2 + 1

)dt =
1

n
·

(∫
1

t2
dt−

∫
1

t2 + 1
dt

)
= . . . . . . . . . . . 2p

=
1

n
·

(
− 1

t
− arctg t

)
+ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Deci I =
1

n
·

(
1

x674
− arctg x674

)
+ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 2.

Determinat, i a ∈ R astfel ı̂ncât funt, ia f(x, y) =
a(x + y)

1 + xy
să definească o lege de compozit, ie pe

intervalul (−1, 1).

Ugron Szabolcs, Sfântu Gheorghe

Solut, ie

Înlocuim x → 1, y → 1, rezultă −1 ≤ a ≤ 1, deci a ∈ [−1, 1]. Aratăm, că pentru a ∈ [−1, 1] legea

”∗” definită prin x ∗ y = f(x, y) este lege de compozit, ie pe (−1, 1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Având |x∗y| =
∣∣∣a· x + y

1 + xy

∣∣∣ = |a|·
∣∣∣ x + y

1 + xy

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ x + y

1 + xy

∣∣∣, trebuie arătat, că
∣∣∣ x + y

1 + xy

∣∣∣ < 1,∀x, y ∈ (−1, 1).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Avem
∣∣∣ x + y

1 + xy

∣∣∣ < 1 ⇐⇒
( x + y

1 + xy

)2
− 1 < 0 ⇐⇒

(
x2 − 1

)
·
(
1 − y2

)
< 0, ceea ce este adevărat

pentru ∀x, y ∈ (−1, 1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

În concluzie: ”∗” este lege de compozit, ie pe (−1, 1), dacă a ∈ [−1, 1]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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Problema 3.

Notăm cu e elementul neutru al grupului finit (G, ◦). Elementele distincte a, b ∈ G au ordinul 2.

a) Arătat, i că (a ◦ b) /∈ {e, a, b}.

b) S, tiind că a ∈ Z(G), unde Z(G) = {z ∈ G | z ◦ y = y ◦ z,∀y ∈ G}, arătat, i că ordinul lui G e

multiplu de 4.

Mátyás Mátyás, Sfântu Gheorghe

Solut, ie

a) Reductio ad absurdum

a s, i b diferă de e penru că au ordin 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Presupunem că a◦ b nu diferă de e, a sau b, s, i ajungem la contradict, ie cu b 6= a. b 6= e respectiv

a 6= e. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

a ◦ b = e =⇒ a ◦ a ◦ b = a ◦ e =⇒ b = a

a ◦ b = a =⇒ a ◦ a ◦ b = a ◦ a =⇒ b = e

a ◦ b = b =⇒ a ◦ b ◦ b = b ◦ b =⇒ a = e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

b) Fie H = {e, a, b, a ◦ b}. T, inând cont de a ∈ Z(G) aratăm că H e parte stabilă a lui G fat, ă de

operat, ia ”◦”. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

e ◦ x = x ◦ e = x ∈ H,∀x ∈ H

a ◦ b = b ◦ a ∈ H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

a ◦ (a ◦ b) = (a ◦ a) ◦ b = b ∈ H

b ◦ (a ◦ b) = (a ◦ b) ◦ b = a ∈ H

(a ◦ b) ◦ (a ◦ b) = e ∈ H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Drept urmare H este subgrup al lui G.

Conform teoremei lui Lagrange |G|...|H|, adică |G|...4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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Problema 4.

Fie I ⊂ R un interval s, i funct, iile f : I → R, g : I → R∗ astfel ı̂ncât f este continuă, iar g admite

primitive. Arătat, i că funct, ia f · g admite primitive pe I.

Gazeta matematică, Supliment 9 - L22.233

Solut, ie

Fie G : I → R o primitivă a funct, iei g =⇒ G′(x) = g(x) ∀x ∈ I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

g(x) 6= 0 ∀x ∈ I =⇒ G′(x) 6= 0 ∀x ∈ I

G′are proprietate Darboux

}
=⇒ G′(x) < 0 sau G′(x) > 0 ∀x ∈ I =⇒

=⇒ G este strict monotonă

G este continuă

}
=⇒ G este injectivă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Fie A = ImG =⇒ G1 : I → A, G1(x) = G(x) ∀x ∈ I este bijectivă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

As,adar ∃ G−11 : A→ I

cum G′1(x) = G′(x) = g(x) 6= 0 ∀x ∈ I

}
=⇒ G−11 este derivabilă, deci este continuă . . . . . . . . .1p

Construind funct, ia h : A → R, h = f ◦ G−11 , care este continuă, ca compunere de funct, ii continue

=⇒ h admite primitive

Fie H : A→ R o primitivă lui h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

As,adar H ◦ G1 : I → R este derivabilă s, i (H ◦ G1)
′(x) = H ′(G1(x)) · G′(x) = h(G1(x)) · G′(x) =

= (f ◦G−11 )(G1(x)) ·G′(x) = [(f ◦G−11 ) ◦G1](x) · g(x) = [f ◦ (G−11 ◦G1)](x) · g(x) = f(x) · g(x) =⇒
=⇒ funct, ia H ◦G1 este o primitivă a funct, iei f · g pe I =⇒ f · g admite primitive pe I. . . . . .2p
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