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Clasa a IX-a
Solutii si bareme

Problema 1.
Rezolvati In multimea numerelor reale ecuatia:

2021z — 2019 = {x}* + 2023{z}.

Matyas Matyas
Solutie

2021z — 2019 = {2} + 2023{x} <= 2021[z] — 2019 = {2} + 2{z} < [2] = {2}? + 2{x} + 2019

2021
.............................................................................................. 2p
Din {z} € [0,1) rezulta, ca:

2019 2022

57 < 7] < 577

2021 2021
ceea ce Inseamna Ca [T] = L. . .o 1p
Notam {x} cu y si obtinem ecuatia 3 + 2y — 2 = 0. Solutiile ecuatiei sunt y;5 = —1++/3...... 1p

~1—-+3¢10,1)si =1 ++/3 € [0,1). Drept urmare conditia {z} € [0,1) e satisficutd numai daca
(o} = = VB 2p

In concluzie unica solutie a ecuatiei este: x =[]+ {o} =1+ (=14+v3) =V3................. 1p

Problema 2.
Aratati ca pentru orice a, b, c € R’ are loc inegalitatea:

1+1+1 <1+1+1
a+b b+c c+a " 2a 2b 2¢

Csaba Zajzon

Solutie
Ridicand la patrat inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica obtinem:
a+b\’ 2 4ab 1 a+b a b 1 1
> \/b>:> b> SN < _e, 5 1.1

( 2 ) > (Va ST T At b S dab dab  dab b ' da

.............................................................................................. 4p
1 1 1 1 1

Analog obtinem: i e 1p

< 4= < — .
b+c_4c+4bslc—|—a_4a 4c
Adunand inegalitatile obtinute deducem inegalitatea din enunt:

1+1+1 <1+1+1+1+1+1_2+2+2_1+1+1
a+b b+c c+a —4b 4da 4c  4b  da  4dc  da  4b  4ec 202 2 2




Observatie: O alta solutie a problemei din enunt este prezentata.

. . . L Lo . .. a 1 1
Din inegalitea dintre media aritmetica si media geometrica: > Vab <= < ... 1p
a+b =~ 2vab
Analog obti LIPS . 1
nalog obtinem: ST o
& b3 b+c ™ 2vVbe  c+a T 2y/ca P
Adunand inegalitatile obtinute deducem inegalitatea din enunt:
1 1 . 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a+b b+c c+a 2v/ab 2\/_ 2\/ca V2a \/% \/% \/2_0 \/% V2a

() ) () - eaed

Problema 3.

Fie numerele reale x > 0siy > 0. In triunghiul ABC punctele D si I se afla pe laturile AB respectiv

AD 1 | AE 1 DF
AC, astfel incat 5D =% si reoh Z Fie punctul F' pe segmentul DFE, astfel incat 7 =Y + 1 si fie

{G} = AF N BC. Aréta‘gl ca BG > CQG.
Matyds Matyés

Solutie
A
E
F
D
B G C
_AD 1 AE . DF
Din 5D = si _E = — obtlnem E 1@ respectiv /ﬁ 1@ Din T y+1
1 1
rezulta ca ﬁ E + ﬁ Drept urmare ﬁ = 1@ + ﬁ ......... 2p
(y+2)(z+1) y+2
Punctele A, F si G fiind cohmare exista ¢ € R astfel incat:
-t AP— ' ap, oA
(y+2)(z+1) y+2
.............................................................................................. 1p
B 1 k
Fiek:C—g. AtunCi:@:k:+1jﬁ+k+1@ ............................................. 1p
Descompunerea lui A—é dupa 1@ si 1@ este unica, ceea ce Inseamna ca:
1 t k tk
= e =
k;l (y+2)(x+1) k+1 (y+2)(z+1)
t
E+1 y+2
tk t
: = k= L 2
Ca urmare UEDIICESY y—i-Q: T+ P
B
Tinand cont de faptul ca x > 0, avem C—g >1,adica BG>CG. ... 1p



Problema 4.
Demonstrati cd ecuatia z? +pz+¢ = 0 nu are solutii rationale daca p si ¢ sunt numere intregi impare.

GM S:1.22.204
Solutie
Presupunem prin absurd ci ecuatia 22 + pz + ¢ = 0 admite o solutie rationald. Aceastd solutie poate
a
fi scrisa in forma 7 unde a,b € Z,b # 0 si cel putin unul dintre @ si b este impar................... 1p

- a
Inlocuind in ecuatie pe 7 obtinem:

2

a\?2 a a a 9 2
(5) +pg+q:0<:>b—2+pg+q:0<:>a + pab + gb” = 0.

Distingem urmatoarele cazuri.

Daca a este un numar par si b este un numar impar, atunci a’ este par, pab este par si gb* este impar.
Drept urmare a? + pab + qb? este impar.

Dacd a este un numar impar si b este un numéar par, atunci a? este impar, pab este par si ¢b? este
par. Drept urmare a? + pab + qb? este impar.

Daca a si b sunt dou numere impare, atunci a® este impar, pab este impar si gb* este impar. Drept
urmare a® + pab + gb* este impar.

Deci, a® + pab + ¢b® este impar In toate cazurile posibile, ceea ce contrazice a? + pab + gb*> = 0.
Rezultd ci presupunerea ficuta este falsd si ecuatia 2 + pz + ¢ = 0 nu are solutii rationale daca p si ¢
sunt numere METeZl IMPATE. . . . ...t e e 2p



