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Fie patru puncte necoplanare A , B, C, D astfel incéat planele (ABC) si (BAD) sunt

perpendiculare si BC = AC . Dacd M este mijlocul segmentului [AD] si CM = BD,

determinati masura unghiului dreptelor CM si BD.

SOLUTIE PUNCTAJ
Figura 1p
In AABC, AC = BC (ip) ,construim CP L AB = ACAP = ACBP(i.c) = AP = PB(1) 1p
(ABD) 1 (ABC) , (ABD) N (ABC) = AB si CP L AB = CP 1 (ABD). Cum MP c 2p
(ABD) = CP L MP si deci ACPM este dreptunghic.
in AABD, AM = MD(ip) ,AP = PB (1) = MP — linie mijlocie = MP || BD si MP
BD 1p
= =a (not). Cum BD = CM (ip) = CM = 2a.
<(BD,CM) = «(CM,MP) = «CMP . 1p
) MP a 1 1p
In ACMP, «CPM =90° avem cosCMP = —=—=- = ICMP = 60°
MC 2a 2

SUBIECTUL 1I

a) Numerele reale a,bsic verificd relatia a? + 4b% +9c¢? —2a — 12b — 12¢ =

11. Demonstratici a+b +c€ [—6 ,%] .

b) Considerim numerele irationale m,n,p,q din intervalul [0,1]. Demonstrati

< . . s < . . Lol Ay 1
ca printre aceste numere exista doua cu distanta dintre ele mai mica decat 3
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b) Demonstrati ca
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SOLUTIE PUNCTAJ
a) Adun3dm in ambii membrii ai egalititii 12 + 22 + 32
Egalitatea din enunt este echivalentd cu (a? — 2a + 1) + ((2b)? — 12b + 3%) + ((3¢)? — 1p
12c¢ +22) =25
Adicd (a—1)?+ (2b—3)2+ (3c —2)? =52 . Cum pétratele sunt pozitive ,rezulti ci
fiecare dintre cele trei patrate este mai mic sau egal decat 25. 1p
Din (a—1)?> <25 rezulta la—1| <5 adici —5<a—-1<5 = -4<a<6
Analog (2b —3)? < 25 rezulta |2b—3| <5 adica —5<2b—-3<5 =-1<bhb<4
7 1p
(3¢ —2)? <25 rezultd |3c — 2| <5 adica —5<3c—2<5 :—1Sa£§
Din cele trei relatii obtinem (—4—1-1) Sa+b+c£6+4+§ = a+b+ce 1p
37
-6.5]
1 1 2 2 . . 1p
b) Avem m,n,p,q € (0 '3 U 33 U 3 1). Se pot lua intervale deschise
deoarece numerele sunt irationale.
Conform principiului lui Dirichlet , exista doua dintre cele patru numere aflate n acelasi 1p
interval din cele trei.
Cum lungimea fiecarui interval esteg , rezulta cerinta. 1p
SUBIECTUL IlI
- o . , .ps . b
a) Sa se arate ca oricare ar fi a si b numere reale pozitive are loc relatia %+ - =

c) Fie b € R astfel incat b =a%?+a+ 1, pentruorice a € R Aritatici b > %
SOLUTIE PUNCTAIJ
2 2
a) t4ls2 ol i >0 a?+bh2>2ab e (a—b)2 >0 2p
b a ab ab
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V2+v3 | V5+V3 | V2+V5 _
b) NG + 7 + h -
Y2, V3 V5 V3, V2 V5 _ V2, V5, V3, V2y, V5, V3 2p
"EtETETETE T T GTR TGHTRTGTR
: : (2B 4 (B ) (B
Folosind relatia de la punctul a) vom avea: (\/g + ﬁ) (\/E + ﬁ) + (\/§ +
V3
v = 1
F)>2+2+2=6 p
) b=a*+a+1=( +1)2+3>3
c =a“+a =\a+; 223
2p
SUBIECTUL IV
Tn cubul ABCDEFGH notim cu P centrul pitratului BCGF . Daci M este
mijlocul muchiei AB si N piciorul perpendicularei dusa din D pe CM , aflati masura
unghiului CNP.
SOLUTIE PUNCTAJ
Figura 1p
n p&tratul ABCD notdm DN N BC = {Q}. Avem c& <DCN este complementul unghiului 1p
IMCB si<NDC = «<MCB = «QDC.
AMCB = AQDC (C.U) = MB = QC.Cum M este mijlocul lui AB si AB = BC
= Q este mijlocul lui BC . 2p
P - mijlocul lui BG., Q — mijlocul lui BC rezulta ca PQ este linie mijlocie in triunghiul BGC 1p
= PQ Il GC || DH. 1p
DinCM 1L DQ si CM L DH = CM 1 (HDQ). Dar PN c (HDQ) = CM L1 PN. 1p

n concluzie masura unghiului CNP = 90°.
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