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Olimpiada Naţională de Matematică 

Etapa locală – 25 februarie 2023 – 

Clasa a X-a 

Barem de notare 

 

 

 

 

1. a) Să se determine partea întreagă a numărului  𝒍𝒐𝒈𝟐𝟑 + 𝒍𝒐𝒈𝟑2 . 

b) Să se compare numerele √𝟐
𝟑

+√𝟓
𝟑

 și √𝟑
𝟑

+ √𝟒
𝟑

 . 

Soluție: 

a) 𝑙𝑜𝑔23 + 𝑙𝑜𝑔32> 2√𝑙𝑜𝑔23·𝑙𝑜𝑔32 = 2 … … … … … … … … … … … … … … … … … … . . … … . . … 𝟐𝒑 

Pe de altă parte 𝑙𝑜𝑔23 + 𝑙𝑜𝑔32< 2 + 1 = 3, deci partea intreagă a numărului cerut este egală cu 

2 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . . … . 𝟐𝒑 

b) Vom arăta că √2
3

+√5
3

< √3
3

+ √4
3

 care se mai scrie √5
3

− √4
3

< √3
3

− √2
3

, adică, in urma 

amplificării fiecărui membru cu conjugata, √25
3

+ √20
3

+ √16
3

> √9
3

+ √6
3

+ √4,3
 adevărat… 𝟑𝒑 

 

2. a) Să se determine 𝒙 > 𝟎 dacă 𝒙√𝒙≤(√𝒙)
𝒙

. 

b) Să se determine 𝒙 > 𝟎 dacă 𝒙𝒍𝒈𝟓 + 𝟏𝟐𝒍𝒈𝒙 = 𝟏𝟑𝒍𝒈𝒙. 

 

Soluție: 

a) dacă 𝑥 ∈ (0,1) obținem √𝑥 ≥
𝑥

2
 cu mulțimea soluțiilor 𝑆1 = (0,1) … … … … … … … … … … … . . . 𝟐𝒑 
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dacă 𝑥 > 1 obținem √𝑥 ≤
𝑥

2
 cu mulțimea soluțiilor 𝑆2 = [4, ∞). Cum 𝑥 = 1 verifică deducem că 

mulțimea soluțiilor este 𝑆 = (0, 1] ∪ [4, ∞) … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . . 𝟐𝒑 

       b) Cum 𝑥𝑙𝑔5 = 5𝑙𝑔𝑥   ecuația devine 5𝑙𝑔𝑥 + 12𝑙𝑔𝑥 = 13𝑙𝑔𝑥  … … … … … … … … … … … … … … … . . 𝟏𝒑 

Notând 𝑙𝑔𝑥 = 𝑎 obținem ecuația 5𝑎 + 12𝑎 = 13𝑎 având soluția unică 𝑎 = 2, de unde rezultă că 

𝑥 = 100 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . … 𝟐𝒑. 

 

        3. Se consideră funcția 𝒇: ℝ → ℝ, 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟐−𝒙. 

               a) Să se arate că 𝒇 este inversabilă și să se determine inversa acesteia. 

               b) Să se determine 𝒙 natural dacă 𝟐𝒙 − 𝟐−𝒙 = 𝒍𝒐𝒈𝟐 (
𝒙+√𝒙𝟐+𝟒

𝟐
). 

 

Soluție: 

 

a) Fie 𝑦 ∈ ℝ. Vom arăta că există unic 𝑥 ∈ ℝ astfel încât 𝑓(𝑥) = 𝑦.  Notând 2𝑥 = 𝑎 se ajunge la 

soluțiile 𝑎1,2 =
𝑦±√𝑦2+4

2
. Cum 𝑎 > 0 rămâne ca soluție 𝑎 =

𝑦+√𝑦2+4

2
 care conduce la unica 

soluție 𝑥 = 𝑙𝑜𝑔2 (
𝑦+√𝑦2+4

2
). Așadar 𝑓 este inversabilă și 𝑓−1(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔2 (

𝑥+√𝑥2+4

2
)…… … . . . 𝟑𝒑 

b) Conform punctului a), ecuația devine 𝑓(𝑥) = 𝑓−1(𝑥), sau 𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑥. Observăm că funcția 

este strict crescătoare. Dacă 𝑓(𝑥) > 𝑥, atunci 𝑓(𝑓(𝑥)) > 𝑓(𝑥) > 𝑥,  iar dacă 𝑓(𝑥) < 𝑥, atunci 

𝑓(𝑓(𝑥)) < 𝑓(𝑥) < 𝑥. Așadar 𝑓(𝑥) = 𝑥 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . . … . 𝟐𝒑 

Cum 𝑥 este natural avem inductiv că 2𝑥 ≥ 𝑥 + 1.  Atunci 2𝑥 = 𝑥 + 2−𝑥 ≥ 𝑥 + 1, deci 2−𝑥 ≥ 1 

de unde se obține că 𝑥 = 0, care verifică… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . . … . 𝟐𝒑 

 

        4. Fie mulțimea 𝑨 = {𝒛 ∈ ℂ/|𝒛| ≤ 𝟏}. 

             a) Arătați că dacă 𝒛 ∈ 𝑨 atunci 
𝟐𝒛−𝒊

𝟐+𝒊𝒛
∈ 𝑨. 
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             b) Arătați că dacă 𝟏 + 𝒛 ∈ 𝑨 și 𝟏 + 𝒛𝟐 ∈ 𝑨, atunci 𝒛 ∈ 𝑨. 

 

Soluție: 

a) Dacă 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 obținem |
2𝑧−𝑖

2+𝑖𝑧
| ≤ 1 ⇔

|2𝑎+(2𝑏−1)𝑖|

|2−𝑏+𝑎𝑖|
≤ 1 ⇔ 4𝑎2 + 4𝑏2 − 4𝑏 + 1 ≤ 4 − 4𝑏 + 𝑏2 +

𝑎2 ⇔ 𝑎2 + 𝑏2 ≤ 1 ⇔ |𝑧| ≤ 1, adevărat… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . 𝟒𝒑 

b) Din |1 + 𝑧| ≤ 1 rezultă prin ridicare la pătrat că |1 + 2𝑧 + 𝑧2| ≤ 1 … … … … … … … … … … … … … . 𝟏𝒑 

Avem 2 ≥ |1 + 2𝑧 + 𝑧2| + |1 + 𝑧2| ≥ |1 + 2𝑧 + 𝑧2 − 1 − 𝑧2| = 2|𝑧|, de unde |𝑧| ≤ 1 … … 𝟐𝒑 
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