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Olimpiada Națională de Matematică 

Etapa locală – 25 februarie 2023 – 

Clasa a VIII-a 

Barem de notare 

 

SUBIECTUL  I 

Fie patru puncte necoplanare A , B , C , D astfel încât planele (ABC) și (BAD) sunt 

perpendiculare și  BC = AC . Dacă  M este mijlocul segmentului [𝑨𝑫]  și  CM  =  BD , 

determinați măsura unghiului dreptelor  CM  și  BD. 

SOLUȚIE    PUNCTAJ 

Figura  1p 

În  ∆𝐴𝐵𝐶 , 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 (𝑖𝑝) , 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑖𝑚  𝐶𝑃 ⊥ 𝐴𝐵 ⟹ ∆𝐶𝐴𝑃 ≡ ∆𝐶𝐵𝑃(𝑖. 𝑐) ⟹ 𝐴𝑃 ≡ 𝑃𝐵(1)  1p 

(𝐴𝐵𝐷) ⊥ (𝐴𝐵𝐶)  , (𝐴𝐵𝐷) ∩ (𝐴𝐵𝐶) = 𝐴𝐵  ș𝑖  𝐶𝑃 ⊥ 𝐴𝐵 ⟹ 𝐶𝑃 ⊥ (𝐴𝐵𝐷).  𝐶𝑢𝑚 𝑀𝑃 ⊂
(𝐴𝐵𝐷)  ⟹ 𝐶𝑃 ⊥ 𝑀𝑃 ș𝑖 𝑑𝑒𝑐𝑖 ∆𝐶𝑃𝑀 𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑑𝑟𝑒𝑝𝑡𝑢𝑛𝑔ℎ𝑖𝑐.    

Î𝑛  ∆𝐴𝐵𝐷 , 𝐴𝑀 ≡ 𝑀𝐷(𝑖𝑝) , 𝐴𝑃 ≡ 𝑃𝐵 (1)  ⟹ 𝑀𝑃 − 𝑙𝑖𝑛𝑖𝑒 𝑚𝑖𝑗𝑙𝑜𝑐𝑖𝑒 ⟹ 𝑀𝑃 ∥ 𝐵𝐷 ș𝑖 𝑀𝑃

=
𝐵𝐷

2
= 𝑎  (𝑛𝑜𝑡).  𝐶𝑢𝑚  𝐵𝐷 = 𝐶𝑀 (𝑖𝑝)  ⟹ 𝐶𝑀 = 2𝑎 . 

2p 

       

        1p 

∢(𝐵𝐷, 𝐶𝑀) = ∢(𝐶𝑀, 𝑀𝑃) = ∢𝐶𝑀𝑃  .   

 Î𝑛 ∆𝐶𝑀𝑃 , ∢𝐶𝑃𝑀 = 900  𝑎𝑣𝑒𝑚 cos 𝐶𝑀𝑃 =
𝑀𝑃

𝑀𝐶
=

𝑎

2𝑎
=

1

2
  ⟹ ∢𝐶𝑀𝑃 = 600   

1p 

1p 

SUBIECTUL  II  

a) Numerele reale  𝒂 , 𝒃 ș𝒊 𝒄  verifică  relația  𝒂𝟐 + 𝟒𝒃𝟐 + 𝟗𝒄𝟐 − 𝟐𝒂 − 𝟏𝟐𝒃 − 𝟏𝟐𝒄 =

𝟏𝟏 . Demonstrați că   𝒂 + 𝒃 + 𝒄 ∈ [−𝟔 ,
𝟑𝟕

𝟑
]  .    

b) Considerăm numerele iraționale  𝒎 , 𝒏 , 𝒑 , 𝒒  din intervalul  [𝟎 , 𝟏]. Demonstrați 

că printre aceste numere  există  două cu distanța dintre ele mai mică decât  
𝟏

𝟑
.  
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SOLUȚIE PUNCTAJ 

a) Adunăm  în ambii membrii ai egalității  12 + 22 + 32   

Egalitatea din enunț este echivalentă cu (𝑎2 − 2𝑎 + 1) + ((2𝑏)2 − 12𝑏 + 32) + ((3𝑐)2 −

12𝑐 + 22) = 25   

Adică  (𝑎 − 1)2 + (2𝑏 − 3)2 + (3𝑐 − 2)2 = 52  .  Cum pătratele sunt pozitive ,rezultă că 

fiecare dintre cele trei pătrate este mai mic sau egal decât 25. 

Din  (𝑎 − 1)2 ≤ 25  𝑟𝑒𝑧𝑢𝑙𝑡ă  |𝑎 − 1| ≤ 5  𝑎𝑑𝑖𝑐ă − 5 ≤ 𝑎 − 1 ≤ 5 ⟹ −4 ≤ 𝑎 ≤ 6 

Analog  (2𝑏 − 3)2 ≤ 25  𝑟𝑒𝑧𝑢𝑙𝑡ă  |2𝑏 − 3| ≤ 5  𝑎𝑑𝑖𝑐ă − 5 ≤ 2𝑏 − 3 ≤ 5 ⟹ −1 ≤ 𝑏 ≤ 4 

              (3𝑐 − 2)2 ≤ 25  𝑟𝑒𝑧𝑢𝑙𝑡ă  |3𝑐 − 2| ≤ 5  𝑎𝑑𝑖𝑐ă − 5 ≤ 3𝑐 − 2 ≤ 5 ⟹ −1 ≤ 𝑎 ≤
7

3
 

Din cele trei relații obținem (−4 − 1 − 1) ≤ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ≤ 6 + 4 +
7

3
  ⟹  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ∈

[−6 ,
37

3
] 

 

1p 

 

1p 

 

 

1p 

 

1p 

b) Avem   𝑚 , 𝑛 , 𝑝 , 𝑞  ∈ (0 ,
1

3
  )∪ (

1

3
  ,

2

3
 ) ∪ (

2

3
 , 1).  Se pot lua intervale deschise 

deoarece numerele sunt iraționale. 

1p 

Conform principiului lui Dirichlet , există două dintre cele patru numere aflate în același 

interval din cele trei. 

1p 

Cum lungimea fiecărui interval este 
1

3
   , rezultă cerința. 1p 

SUBIECTUL  III  

a) Să se arate că oricare ar fi  𝒂 ș𝒊 𝒃  numere reale pozitive are loc relația   
𝒂

𝒃
+

𝒃

𝒂
≥

𝟐  .  

b) Demonstrați  că  
√𝟐+√𝟑

√𝟓
+

√𝟓+√𝟑

√𝟐
+

√𝟐+√𝟓

√𝟑
> 𝟔 

c) Fie   𝒃 ∈ 𝑹  astfel  încât   𝒃 = 𝒂𝟐 + 𝒂 + 𝟏 , 𝒑𝒆𝒏𝒕𝒓𝒖 𝒐𝒓𝒊𝒄𝒆  𝒂 ∈ 𝑹  Arătați că  𝒃 ≥
𝟑

𝟒
        

SOLUTIE PUNCTAJ 

a) 
𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑎
≥ 2 ⟺

𝑎2

𝑎𝑏
+

𝑏2

𝑎𝑏
≥ 2 ⟺ 𝑎2 + 𝑏2 ≥ 2𝑎𝑏 ⟺ (𝑎 − 𝑏)2 ≥ 0 2p 
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b) 
√2+√3

√5
+

√5+√3

√2
+

√2+√5

√3
=   

=  
√2

√5
+

√3

√5
+

√5

√2
+

√3

√2
+

√2

√3
+

√5

√3
  =  (

√2

√5
+

√5

√2
) + (

√3

√2
+

√2

√3
) + (

√5

√3
+

√3

√5
)  . 

𝐹𝑜𝑙𝑜𝑠𝑖𝑛𝑑 𝑟𝑒𝑙𝑎ț𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑝𝑢𝑛𝑐𝑡𝑢𝑙  𝑎) 𝑣𝑜𝑚 𝑎𝑣𝑒𝑎:   (
√2

√5
+

√5

√2
) + (

√3

√2
+

√2

√3
) + (

√5

√3
+

√3

√5
) > 2 + 2 + 2 = 6   

 

 

2p 

 

1p 

c) 𝑏 = 𝑎2 + 𝑎 + 1 = (𝑎 +
1

2
)

2

+
3

4
≥

3

4
  

 

2p 

SUBIECTUL  IV  

              În cubul  𝑨𝑩𝑪𝑫𝑬𝑭𝑮𝑯  notăm cu P centrul  pătratului BCGF . Dacă M este 

mijlocul muchiei  AB și N piciorul perpendicularei dusă din D pe CM , aflați măsura 

unghiului CNP. 

SOLUȚIE PUNCTAJ 

Figura 1p 

În pătratul  ABCD  notăm  𝐷𝑁 ∩ 𝐵𝐶 = {𝑄} .  Avem că ∢𝐷𝐶𝑁  este complementul unghiului 

∢𝑀𝐶𝐵  ș𝑖 ∢𝑁𝐷𝐶 ⟹ ∢𝑀𝐶𝐵 ≡ ∢𝑄𝐷𝐶.   

∆𝑀𝐶𝐵 ≡ ∆𝑄𝐷𝐶 (𝐶. 𝑈) ⟹ 𝑀𝐵 ≡ 𝑄𝐶. 𝐶𝑢𝑚 𝑀 𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑚𝑖𝑗𝑙𝑜𝑐𝑢𝑙 𝑙𝑢𝑖 𝐴𝐵 ș𝑖 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 

⟹ 𝑄 𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑚𝑖𝑗𝑙𝑜𝑐𝑢𝑙 𝑙𝑢𝑖 𝐵𝐶 .  

P - mijlocul lui BG. ,  Q – mijlocul lui BC  rezultă că PQ este linie mijlocie în triunghiul BGC 

⟹ 𝑃𝑄 ∥ 𝐺𝐶 ∥ 𝐷𝐻. 

𝐷𝑖𝑛 𝐶𝑀 ⊥ 𝐷𝑄  ș𝑖  𝐶𝑀 ⊥ 𝐷𝐻 ⟹ 𝐶𝑀 ⊥ (𝐻𝐷𝑄).  𝐷𝑎𝑟  𝑃𝑁 ⊂ (𝐻𝐷𝑄) ⟹ 𝐶𝑀 ⊥ 𝑃𝑁. 

În concluzie măsura unghiului CNP = 900 .  

 

1p 

 

2p 

1p 

1p 

1p 
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