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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala — 25 februarie 2023 -
Clasa a X-a

Barem de notare

1. a) Sa se determine partea intreagi a numarului log,3 + logs2 .

b) Sa se compare numerele {2+3/5 si 3+ V4.

Solutie:

2) 10g;3 +10932> 2,/10923°10G32 = 2 e cev et et et s et et e et et et e e et et e vt e e e e 2D

Pe de alta parte log,3 + log;2< 2 + 1 = 3, deci partea intreaga a numarului cerut este egald cu

2 . . . ..2p

b) Vom arita cd 3¥2+3/5 < 3/3 + V4 care se mai scrie /5 — /4 < ¥/3 — /2, adicd, in urma
amplificarii fiecirui membru cu conjugata, ¥25 + Y20 + Y16 > Y9 + V6 + V4, adevirat... 3p

2. a) Sase determine x > 0 daca xﬁs(\/})x.

b) Si se determine x > 0 daci x'95 + 1219* = 13!9%,

Solutie:

a) daca x € (0,1) obtinem Vx > g cu multimea solutiilor §; = (0,1) «e ev cev vev ver v ce vt vt et eee e 2D
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dacd x > 1 obtinem vx < % cu multimea solutiilor S, = [4, ). Cum x = 1 verificd deducem ca

multimea solutiilor este S = (0, 1] U [4, 00) .. ev cer cur vt ven cee vt ce et et et et et et et et et et eee 2 20
b) Cum x!95 = 59% ecuatia devine 5'9% + 1219% = 1319% | . .o AP

Noténd lgx = a obtinem ecuatia 5% + 12% = 13 avand solutia unica a = 2, de unde rezulta ca

3. Se consideri functia f: R - R, f(x) = 2¥ —27%,

a) Sa se arate ca f este inversabila si sa se determine inversa acesteia.

2

x+v x2+4)

b) Sa se determine x natural daca 2* — 27 = log, (

Solutie:

a) Fie y € R. Vom arita c3 existd unic x € R astfel incat f (x) = y. Notand 2* = a se ajunge la

+/y2+4 A . +/y?+4 .
solutiile a; , = = YYTe y . Cum a > 0 ramane ca solutiec a = YIVYTTZ care conduce la unica
. +/v2+ . e e +Vx2+4
solutie x = log, (%) Asadar f este inversabild si f~1(x) = log, (x ;C ) weean3p

b) Conform punctului a), ecuatia devine f(x) = f~1(x), sau f ( f (x)) = x. Observam ca functia
este strict crescatoare. Daca f(x) > x, atunci f (f (x)) > f(x) > x, iar dacd f(x) < x, atunci

f(f(x)) < f(x) < x. Asadar f(x) = x . S /)
Cum x este natural avem inductiv ca 2" > x + 1. Atunci 2" =x+2%*>=>x+1, deCI 27%>1
de unde se obtine cd x = 0, care VErifiCa... ... .. o vee et cen e e e e e ee ee e e e e e e e ee e 21D

4. Fie multimea A = {z € C/|z| < 1}.

<ol s < . 22—
a) Aratati ca daca z € 4 atunc Zj-lzl
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b) Aritaticidaci 1+ z € Asi1+ z% € A, atunci z € A.

Solutie:
2) Dacd z=a+bi obtinem [ <1 B D <y 402 +4p> —4b +1<4—4b+b2 +
> 2+iz |2—b+ail
02 © 0% + D% 16 2] £ 1, adEVATAL... oo o e e e e e e e e e e e e e e et et et ee en ee ee eee e AP
b) Din |1 + z| < 1 rezulti prin ridicare la patrat ¢ |1 + 22 + 22| < 1 oo e ce et e e e e e e e e 1D

Avem2 > [1+2z+ 2%+ |1+ 2%| = |1+ 2z+ 2% —1—2z%| = 2|z|,deunde |z]| < 1.....2p
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