
TNSPECTORA:r]aJr- SiCOr-AR JrarDETEA.lV DOLJ

E r.ur nndj!"Lnbrj.p woL: wlwrridori.b

Barem de notare pi evaluare

Olimpiads Nationali de Malematici
Etapa Locali, Judelul Dolj, 11 februarie 2023

E\c
2p

1p

2p

1p

1p

1. a=2024+2.0+2+3+.....+2023)=2024+2' 2023 ' 2O24t 2=2024+2023' 2024 =
20242 .

tF l+3+5+...+2023=l+2+3+4+5+ -.....+2023 - (2 + 4 + 6 + " + ZO22)=

2023, 2024t 2 - 2( 1+2+3+ ... +I01 1) = 2023 1012 - 101 1 1012 =

1-012(2023- l}ll\ = 10722..

a=20242 =(2. 7Ot2)2 =22 . l\12z 4b.
TOTAT

ul 2

u) lr" , ZOZZ^u*" :2O222022""+t =2022

zoll2ozz'zaz1 2022 = (zoZZrorr^' r'o"
= (20222a22)2o22zaD Decix=20222o22

b) Notam A, =x, undex>10,x<99.
I(ezrltd rz + x3 = k2 c x2 (l + x) = k2.

Este necesar ca l+x sA fie perat perf€ct +x+1€ {16,25,36,49,64,87 '7O0}.
Decix= aJ € U 5,2 4,3 5,48,63,80,c9)

iltt" dt"-.*,t d",t,- ffi = -b.(" + 1) + a + s f i 4 + s <,2.
obfinem : 100a + rZ = a' 62 +iZ + a + 5 rezu,ltl 99 a - a' bc = 5'

Avem ci: a(99 - rZ) = 5 de unde rezult?i ce a = 1 saz a = 5

Pefi a= 1 se oblineaiz = 194.

Penfit a = s se ohline dz = 598.

P."su-pu""* ce t*te ,oorile surt 3, atunci suma lor este 54

Diferenta 74 -54 = 20 este determinatll de diferenla resturilor 5-3=2'

Rezulti ci sunt 20:2=10 resturi egale cu 5.

Deci avem 8 resturi egale cu 3

1p

1p

1p

1p

F1""r,"","r,"-, le 18 numere naturale,

c r, c2, ca, c a,, c1s catnrile i rb 12' h, ra, "'' \s testurile obfinute plin

imperlirealan. Atunci: 01 =a c1+r1,a2=n c2+r2, " ''

ala=n c* + r1B

Restu lesunt3sau5+ n>5.
aiazl as*..la:s = n'(c7+c2+ca+c4+ +c$) +?4-591

Apdar, ri (c1+c2 + ca + ca+. +cl.J=517=11'47

cei rnai mic numdr natural n care satisface condiliile din enunl esle i 1'

fi;r;r'^';*

7p

1p

1p

1p

1p
1p
1p

1p

2p

2p

2p

1p

TOTAL
7p

1p

1p

1p

b)

7p



Olirnpiada Na{ionali de Matematici

Etapa Locali, Jude{ul Dotj, 11 februarie 2023

CLASA a VI-a - solu{ii

Problema 1. Ardta{i cd. dacd o, 6 gi c sunt cifre nenule qi

ca

cd\ + cb'ta +da

ab+bc+ca

_ 11(o+6+c) _ 1 ,,.,,...,,.,,-,..-.,..,2p

,b

atuncio=6=c.

abA + ac

Solult e.
ab bc

ab| + ac bc\ + bo,

at'+0c+ca
Dar:

ab\ + ac + b& + ba + ca1 + cb 121(a+6+c) 11

"hl-Din il = I avem o60- + ac :1,1,ab, aAic6" ac = ab, de unde deducem c = b. lp
db\ + oi 11

t,r
Din 

- 

= = 
avem bc\ + ba : 116c, adic5, 6o : 6c, de u[de deducem o : c.. 1ph&+ho 11

Aqadar o: b : c. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . lp

Problema 2. Sc (onsiderd trumerul ,4 - 3 - 3' , 33 | 32022.

a) Ardtati cd. A se divide cu 156.

b) Determimli numSrul perechilor (p, n) de numere natura.le pentru caxe p" : 2 A+3.

Solttlze. a.) Un num6r este divizibil cu 156 daci este divizibil cu 3, 4 qi 13....... .. 1p

,4=3(1 +3+3'z+ ..*r'0"), deci ,4i3 . . . . . . . . . . . . ....... 1p

.4:3(1 +3) +33(1 +3) +.. +3'0'1(1 + 3), deci ,4i4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . lp
,4 = 3(1 + 3 + 3'?) + 34(1 + 3 + 3') + + 32020(1 + 3 + 32), deci,4i13 ........... 1p

b) 3,4:3, +33+34 +...+32023, deci,4: (32023 -3) :2. Atunci 2,4+3:32023 lp
Perechile cd.utate sunt (e, n) e {(3, z0z3), (37 ,17.17), Q!7 ,7.17), (3? 17, 17), (31? 17, 7), (3'?o'1s, 1)},

adicd 6 perechi. ............. ...........2p

Problema 3. Fie .468, 6Od,dOD,501- unghiuri formate in jurul unui punct.

Se qtie cr:

2.COD -3.AOB. r0 BOC -9 DOA

AOB BOC

a) Aetali ci bisectoarele unghiulilor 168 ,ifrD tor-"azd un unghi drept. 
^

b) Dacd, OP este bisectoarea unghiului BOC Ai OQ este bisectoarea unghiului ,4OD,

aflali unghiul POQ.



BOC : k, deducem/OB : 2k qi BOC = 9k... ..... ..... . 1p

Atunci dDD = 3& qi6o-A: tok . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . lp
Avem 2k+9*+3k+ 10k:360", [ = 15.. ._i_:__. . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . .. . 1p
Astfel AOB = 30", BOC : 135", COD = 45' , DOA : 150' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
a) DarS OM qi OQ sunt bisectoarele unghiurilor trdB gtr6D, atv,ci

I /^ ^\uoa-;lAoB-AoD)=e0. ..... rp

a1 F6Q=FdB+fr8+tr6A ... .. 1p
135' 150"

Deci POQ::i- +30. + --:-:172"30' 
. .. . . . . . .. . . . . . . . lp"22

Problema 4. Fie mullimea A : {2" . 7bl a., b € N}.
a) Aflati cele mai mici 4 elemente din ,4 caxe sunt pitrate perfecte;
b) Demonstrati cd, printre oricare 5 elemente din multimea A existd cel putin doud. al

c5,ror produs este pS.trat perfect.

Solul'ie. a) Numerele c;,utate suntt 1,22,24 $i 72 . . . . . . . . . . . . . . . . ...... -. -. .......2p
b) N : 2' . 7b este patrat pe ect dacS qi numai dacd a qi b sunt paxe . . . . . . . . . . . . . 1p
Dupa pa"ritatea exponentilor distingem patru forme de numere drl]. At 28' 7e';

2ear . Timpdr. 2impat .7par.2i^p", .7i^p"' ....... ................_..2p
Cotform Principiului cuti,ei,, do,cd alegem 5 numere, doud. dintre ele vor avea a,ceea,Si

forme .............. ...................... 1p
produsul Ior va fi de lorma 2@, . 7po, , adice pitrat perfect . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Sofu,tie. Dt:n
AOB

2
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Etapa locald clasa a VII-a

. Pentru orice solufie corecti, chiar daci este diferiti de cea din
punctajul corespunzitor.

barem, se acordi

1.a)

V7 + 4V3 = 2+../l lp
z(z * 

"E) 2_
3x+2 lp

+3x +212 +3x+2e{-2,-1,0,4 =,.{-L0} + card(A)=2 lp

l.b)

I .6n.-^tf

@itGO(J,-1.fi)
1t

Jn Jn+l 1p

,=l-l -l -l- 
l- | , ,, I 

- I

^lt J, Jt .6 .6 J4 ,tM ,lrou
- r "liur" -' J2ou- t1n24

lp

,_"602+-r.1,. r 1_'' .lrou I Jzu+ 1

(Jzou-t)(Jzar.\ 2023

zou2024
1p

-[x]=o 1p

2.^)

Conform enunlului -l: -r:: --(l\
Jro {/o 'J'

Presupunem ce ,o qi y9 sunt numere rationale petmte perfecte

=Jxq'Q ri Jyo eQ = ,lcQ ei feQ
Vxo Vlo

= ;f 
e Q, contradiclie cu ,1 nu este pafid perfect-I*l.o

1p

Presupunem ca doar unul dintre nurnerele .r0 sau _l,o este numer ralional petrat perfect ( 1)

r I r Ir r)'r r l 2 t

J., .fi-6 -1.,,6 .tr, n ,o vo ,[in ,
2tIIlll^2^>_--- -- il --'<'L-r:F{

r/.toro , ,o ia tt xa )o {ro ro

+ fi[ e Q + ]0/0 este numer raiional pehat perfect (2)

1p



INSPEC'I'ORATUL SC()I-AR JUDETEAN D()IJ

r9i rr\: it5rl:t s1], .3i l,jLli:%
i I njrdj.ilidrj.s r(cb raa:iridori.6

Din (l) $i (2) rezulE cd Ei cehlalt numer este pAtrar perfect, ceea ce ariontdGloteza
Iecutn (1).

2.b)

1ll

^lv Jtz J,
J;_JN

1

v
x+t2-4]i

,x,y e N * .+ J3r- eQ,.xeN* 
= J3x eN*

12x

lp

=3r=r2,/r€N* = zl*'z ..>zltc >&:3a,a€N*

=3.r=9a2,a e N* =.x=3a2,a e N*
1p

Analog: J, =362,6 eN* lp
Illlll

ECUana oevme: :a- t---
JlaJ362J]ab2

2a
=,0----.6.N* =a-212a Siti And contcA a-212a 4

a-2e{1,2,a} = a e{3,4,6}

=> a- 214
1p

1)

2)

3)

a :3 :+ b = 6 .: x =2'l'Y =108

a=4 ..> b = 4 -:> x = 48,y =48
a=6..>b=3 * x=108,y =2'7

1p

-3.a)

MGE este isoscel

..> <BEG = <BGE =
180"-135. _22030'

lp

BGFD paralelogranr = BDIIFG + <JGE = <tsEG =22"30' 1p

Cln BE=BD-BA -BD-BE=BA ..>DE= AB=AD
AG = ,48 + BG = DE + BE = BD = AC .> LACG este isoscel,

de unde <,16c = l!91-il = 67"j0,. asadar 4ccF =6."30,-45" - 22"t0'
2

ObtiJ].e,J], aCGF =aFGE =<EGB

2p

3.b)

LDAE = ADCE =AE=EC 1D

AG = BD = GF :) AGIF este isoscel $i GE estebisectoarca <AGF
:+ Gu este mediatoa.ea segmentului AF >EF=AE 1p

<-EAG =90" - <-ADE = 904 - 670301 = 22o30t

=:<XAG=<EGA :> LAEG este isoscel :+ AE = EG
Obriner,l, E4=EG=EC=GF

1p
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4,a)

lD diametru :> <ABD =90o ,
lC diamohu + d4CD =90"

lp

=.<cBD= 900 +90" = 180. +c,r,D coliniare 1p

4.b)

Considerdm O mijtocul segmeDtului CD.
Dreap A este mediatoarea segmentului ,4P Si O eCD .>Op =OA 0) lp

OQ este linie mijlocie in LACD =Oqll AD

Clulrn,4DLAN +OqIAN qi qN=qA
1) qO este mediatoarea segmentului AN + OA= ON (2)

2p

OO2 este linie mijlocie it t4CD =OO2ll AC

Crm AC IAM =OO2IAN 9i O2M =O2A

=O2O este mediatoarea segm€ntului AM +OA=OM (3)

lp

(l),(2),(3)= oA = OM =ON=OP :a A,M,P,,\/ sutrt corciclice

=,r.AfN este inscriptibil
lp



BAREM DE CORECTARE

Clasa a VIII-a

Problemx I
a)2x2+9-6x^lT>

@a-T2 >o
0 lp

1p

D2a2+9>6alz,
dl

2a2 *9- 64
b <'= r < 1=

Zb2+9 - 612' Zcz+9 - 6,12
abc,

zat+9 zbz+9 2Cz +9
abc

2a2+g'2b2+9'2c2+9

3

6^12
.E

<_-4

lp

lp

lp
lp

lp

TOTAL 7p

Problema 2

n:az 1i n+2023=b2 qi a+b
b2-a2=2023
D+a=172 singura solulie
a=l4l , b=148
z:19881

este patrat perfect. 3p
1p

1p

1p

tp

ToTAL 1p

Problema 3

@
B,N T (C,MP)

Ip
1p

b) A'c ! (c'BD)
p'N este linie mijlocie it M' C' C, o' N ll A' C

o'N r (c' B D), (o' B' N) L (c'BD)

1p

1p

1p

"; 
ri" 1q1 = o',v n c'o,4(c'N,(o'B'N)) = 4c'NQ

c'a = :c'F- 
r "G =94.srn(<c'Nq) =#=f

lp

lp

TOTAL 1p

a) Fie N mijlocul segmentului AD, MN ll Cr.
<(BM,CD) = <(BM, MN) = <BMN

E mijlocul lui MN, co sGAU$ =ff=f
1p

1p

1p

t) elr4=, qi l4rv ll CD,N e (lD).Consrui$ MP ! AB'P e AB

sin(4ABM ) = ::-

cos(<BME) = Y!
cos(<(BM,cp)) _ME _ 't5sin(<ARM) MP 3

TOTAL

lp

lp

1p

1p

1



Solu(ii clasa a yIII-a

l.Inegalitatea este echivalentd cu zx2 + g - 6xO > o e (x.,lZ - 3)2 > o,relatrie adevdrate.

by in inegalitatea, z.xz + g > 6xV7 inlocuim pe r cu a obtinem 2a2 + g > 60lZ,
reziti ;fi; = fi ;i fi; = *, #; = ;a
Adunam loate inegalirdrite si oUtir.rn' ;l; + ,h +

Rezutra -*- + -:-+ -j- <2oz+9 2bz+9 2cz+9 -

2. Din enunl rezulti n, n+2023 9i

^fi + ^/n +1dB , trebuie si fie pitrate perfecte, deci existi a qi b numere naturale
astfel incit r=a2 9i n+2023=bz fi a+6 este petrat perfect.

Avem bz - az = ?0?3 sau (b - a)(b + a) = 2923 = 7 . 172 , b+a pdtrat perfecr

mai mare decdt 1 deci, singura variattd este b+a:172 qi D-a:7 cu solulia a=141,
b:l48

Rezultd z:19881.

3, a) Deoarece AB' C'N = LC'CM(c. c. ), rezulti

aC'B'N = <MC'C. Dar, <C' B'N + <B'NC' = 90o,

oblinem cL <MC' C + <B' N C' = 90o, adici AEC'N este

dreptunghic in E, unde {E} = B'N nC'M.
Deci, B'N -L C'M (1).Deoarece PM ll AB, iar
AB L (BCC'), reztltl PM ! (BCC') .

Cum 8'N c (BCC'),rezrl1tiPM I B'N (2).
Din relaliile (1) 9i (2), precum qi din faptul cd

PM,C'M c (BCC'),PM n C'M = {M},rea]JtdcdB'N L
(c'MP).

6t2

a
4

Ba



b) Deoarece CC' L (ABC) qi BD c (ABC),

rczul$CC' IBD.Dar,BD L AC,iar
AC,C'C c (ACC'),AC nC'C:{C}, re^)ltd,

cd BD L (ACC'). Deoarece A'C c (ACC'),

oblinem cd BD I A'C (3)

Notim cu {F} : A'C n C'o. Afinci LCF0-LA'FC' ( deoarece oC ll A'C').

Arunciff = # = ;E= 1. DacdAB:a.obtinemca oc = f, ,c'o =f,,
A'C -- a.,lT,Fo =+ , ,c =+ Se verific6 relalia oFz + FCz : oCz, de utde

rc lhd cd A' C LC'O(4).
Din relaliile (3), (4)qidinfaptulcABD,C'Oc(C'BD),BD n C'o = {OJ, oblinem cd

A'C L(C'BD). Deoarece O'N este linie mijlocie in LA'C'C, renitd 0'N ll A'C, deci

O'N L (C'BD).Dar O'N c (O'B'N),de unde rezultd (O'B'N) t (C'BD)'

c) Notem {Q} = o'N n c'o. Din punctul b) rezultd C'Q l- (o'B'N)'

Atunci <(c'N, (o'B'N)) = <c'NQ. Deoarece o'N este linie mijlocie in LC'A'G '

rez.iti c'Q =)r', =1 *=4. 1;unr1.,io1 C'QN este dreptunghic Q, de unde

rezultd cri sin(<C'Na) = # = f

4. a) Notern cu N mijlocul segmentului AD. Rezulti MN linie mijlocie in MCD' decr

MN ll CD. A rrci<(BM,CD) = a(BM'MN) = <BMN.

Daci AB = a, atunci A BMN este isoscel, BM = BN --+'
Fie E mijlocul lui MN. Atunci ME =;MN = 9, ds unde rezwltn cos(<BME) = ffi'

r.E
adica cos(<BME) = ,E = ;

b) Daci AM:* 9i MN ll CD, N e (lD), atunci A)4MN este echilateral qi MN:x'

Construim MP L AB,P e AB.Ditt AAMP ' 
nMAP -- 60o, oblinem MP =4'

< -/- -



sin(<ABM) = Y!

cos(<BM E) = Y! .

*"rr,* cos(<(sM,cD)) 
=ru =Gsin(<ABM) Mp 3
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
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Clasa a VI.a

ExerciFul 1. Aritati cd dace a, b, c sunt cifre nenule ti

,bb"A
otO+i t"O+t, *O+"t'

atunci d=b=c.

Exerciliul 2. Se consideri numirul I = 3+3'z+3r + ..+ 32022.

a) Aritali cA I se divide cu 156.

bJ Determinali numirul perechilor (p,n) de numere naturale pentru care p" =2. A+3,

G.M.10/2022

Exercitriul 3. Fie <AOB , <BOC , <COD , <DOA unghiuri formate in jurul urui puncL

Se $tie ce:

2.<COD =3.<AOB ,10.<BOC =9 <DOA

<AOB <BOC
sl

a) Arehli ce bisectoarele unghiurilor <-4OB ti <AOD formeazi un unghi drept'

b) Dacd OP este bisectoarea unghiului <BOC $i O0 este bisectoarea unghiului <lOD ,

aflati unghiul <POQ .

Exerciliul 4. Fie mulfimea A={2'7bla,beN\.

aJ Aflali cele mai mici patru elemente din I care sunt pitrate perfecte.

bl Demonstrali ci printre oricare cinci elemente din mullimea ,4, existi cel pulin doui al

ciror produs este petrat perfect.

Note:

- Toate subiectele sunt obligatorii;

- Fiecare subiect se noteazd cu 7 puncte;

- Timp de lucru: 2 ore.
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Solufii clasa a IX-a

1. a) Daci a e lr, r + )) * e z, rcz\tti lal = *,1" + )l = k, [zal = 2k, deci la) +

l" +)l= tz'l.

Dacaa efk +),t + t),t e Z, rezitd la|1 =
deci [a] + [" +i]= tz"l.

=k+1,l2al:2k+t,r,l" + )]

b) observdm cd T ='# *i, o"unde oblinem [-J - [*J = [ ,, ] -
lii-,-,J = [=]
Ecualia devine: [?] * [=. ]= ,

Proceddnd la fel, oblinem; {11 = 31:1 + }, A""i ffi + ffi = [7 *
[=-rrj=[:ttJ
Ecualiadevine PA="f
3x * 1 .2x - 1 _ 3* * 1 , . - 11

2 = 3 .--Z-- r +-3-<x:i-I

zlez-,.{-i,-r}

2. a) Din ipotezd rezulti cd M este mijlocul lui AB, p este mijtocul lui CD,
BN:aBC, AQ =:AD. Atem:.

r,tfr + ud : trB +Efr + ui +Id :Efi + ed =.i@f +Ee)
b) Fie S mijlocul segmentului NQ. Rezuta,M3 = )@fr + Ud) si zUF =
(ue + no +DF) + @E +Et +7F) =Td +Ed



ohrinem 2rVP- =!fufi + ui\ = 9[J.6..114p- = ] rrZ3, a" unde oblinem ci'33
punctele M, S qi P sunt coliniare, adicd dreapta MP trece prin mijlocul segmennrlui
NQ.

3. Presupunem, prin absurd, cd propozitia este adevirate, deci existl q e N astfel

i"cet (p + Jp\ zwt)' = ^l 
q2 + q adicdzpz + 2o2t + 2pfp2 + 2o2t =

= ,[7T!'. fiaicand egalitatea anterioari la pitrat ti notend x = 2p2 + ZO2l,
oblinem:

xz + 4p2 (p2 + 2021.) + +pxJp\ 2g2t = q2 + q .

R"rrlte, ca Jfr7 ZOZ| este numtu rutional, deci existd k e N astfel incat
p2 + 2O2l = k2 sat (k - p)(k + p) = 2021. Avem solu{iile naturale
(k, p) : (1011,1010), pentru care egalitatea din enunf conduce la q(q + 1) =
: 20214, respectiv (k,p) = (45,2) pentru care obtinem S@ + 7) = 474.
Niciuna dinte variante nu convine, deo arece q(q * 1) este numdr par.

4. Cum (xs - ys)(x - y) 2 0, oblinem ci z6 + y6 > xy(xa + /4) de unde

rezultii ca {4 2 xv. t t )

Deoarece x, y > Z r:ezulta ca G - 7)(y - 1) 2 1 echivalent c 1) xy > x + y. (2)

Din relaliile r t t si (2t obrinem {4 > x + y., ua+y+

Aratog rezutra cit*4 2 y t- z si ffi ,, * *.

Prin adunarea celor rei inegalititi obin " ffi+"ff+ffi,ZG*y*,1.



BAR-EM DE CORECTARE

Clasa a IX-a

Problema 1

at a e 
l<, 

r + )), u e z = l"li 1, +! -- 1zo1

o e 
fr, +),r, + r) , r e z + 1a1 +fa +)f = tza)

1p

lp

3Jr+1

2
o' '# ='# * )- [r=J * [=, ]r+1 2x-1 1 l2x-11 3r+l_:_=_;+r*t , l= ,
Finalizare: , . {-i,-r}

2p

1p

20
TOTAL '1D

Problenra 2

dufi+r'td= uE+Efr+
3_ _.

= 4lAD +BC)
MA+AQ=BN+ va 3p

al uS =)(fum + ud), s mijlocut tui Ne
zuF = ad +Ed
MP =-MS
Finalizare: dreapta MP trece prin mijlocul segmentului Ne

lp
lp

1p

1p

TOTAL 1p

I'roble ma 3

Presupunem ci existi q € N astfel incdt 2p2 + 2021 +
+zp.{p,+nn=^[qr+q
x2 - 4p21p2 - zozt) + +pxy@ + zut = qz + q, unde
- - 1-2 L1n11
^-LP t -wLt

,{i,Tzdn = k,k e N a {k - p)(k + p) = zozt
(k, p) = (1011,1010) - q(q + 1) = 2021a, fals
(k,p) = (45,2) - S(q + 1) = 474, fals

lp

2p

2p
1p
1p



TOTAL

(rt - ys)(x - y) > 0 = x6 + y6 > xy(xa + ya) - ff > rl
D_eoarcce x,y >2re rlti cd (x - f)0 - 1) > L echivalent cu.xy > x +y
lS r, * n ri ^^tog -ry 

> t + z,' 
-:! 

> z + x
Finalizare

2p

2p
2p
lp

I'roblenra.l

TOTAL
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SOLUTII $I BAREM

Clasa a X-a

Problema 1.

A\em 2x +! : a + x + ! > Z'Jry,

cu egalitate dacd $i numai dacd, x = !, adicd x2 = y.

Tinand cont ci 3ry > 7(deoarecex,y e (i,-)), ur"-,

(lp)

togr,, (zr + z) > tog *y(3'",[$1= *.*r---J- 
+ 1. Iog:,r(zr) , (1)

Scriind !i celelalte doue rehtii analoage cu (l) !i insumeDd cele trei inegalitafi membru cu membru,

obfinem: E > I"..*ra+ l':togr'y(xf), (2) , urde , este membrul stang al inegalitilii din

enun!, iar sumele sunt circulare.
h rclalia (2) avem egalitate dace ii numai

(2p)

daca,: t2 = y,lz = z,z2 : x, (*). Din relaiiile (*) oblinem ra = zlizz = x, de:ur,de t = z = l$r
aunci y = 1. Deci in (2) avem egalitate dace $i numai daca :

x=y=z=1,(**). (2p)

Cum )log3,r(ry)=3-IE*6,r"ruliat2) devine: r > r * J,Ir",*ra , (3). Tinand cont

"^ 
! *in!> 4,(v)a, b, c > o, avem

X *u;; > Eu;r,rr-, (4). cu eBalirate daca $i numai daci. xy = yz = zx <=>
x = y = z , (***) . Din rela(iile (3) si (4) rezultd imediat inegalitaiea cerute in enunl. Cazul de

egalitate se obline din (**) $i (***), adice penftu x = y = z = 1. (2p)

Problema 2.

a) Penau r=0 oblinem /(/(y)) =y+ (/(o))'?, (v)), E lR-/"/ este bijectivd qi deci f

b) Fie f(0) = a. Din suiectivitate=+ (l) rr E R astfel incat /(u) = 0

Penfiur= o$iy =u - a=u+a2 +u= a-a2 ............................1p
Pentru, = u fi/ = O + f(u2 + a) = 0 = /(u) ii deoarec e f injecti'td- t2 + a = u-
(a-a2)2+a=a-a2.=ta2((1-a)2+7)=O-a=0-/(0)=0...............................lp

O obtinem /(/0/)) = y,(Y)y E R - f bD = f -1(J),(v)y € R. .............................................tp

Punand l./ - l(x) in relatia iniliala = f (x2 + x) = (I(r))' + ,(r), (v)r, y e m.



Penrru{ = -l - /t0) = (/(-L)J- +/(-l) - f(-t) = -t deoarece f injective.

Punand,=/(y)inrelaliainiriaE-,(.r'?+y)=lf(x))'z+f(y),(V)x,).,€Rdeunde,
pentru ,. = -1 - f(y + D = fA/) + 1, (V)y E R. ................... ..............1p
Prininducliematematica,urmeazacaftr'+fl)=lO)+a,(V)n€N'-/(n)=n,(V)n€N'.
Deci, f-1(2023) = f (2023) = 2023............................. ............................2p

Problema 3.
p], o ='zr.6 - 2{ c =?-lal = lbl = lcl = I ,i a + b + c = t.
Fie A(o), B(b) $i C(c) -punctele,4(a), B(b) ii C(c) apa4in cercului unitate qi l/(a + b + c) este
ortocenEul triunghiului ABC, ......................... .....................................lp
Deoarece o + b + c = 1 - la + b + cl = 1 =. H (a + b + c) apa4ine cercului unitate de unde
avem ci triunghiul ABC este dreptunghic qi deci ortocentrul sdu coincide cu unul dintre varfuri.

......................................2p
Dinsimetrie,putempresupuneceriunghiulABCeste&eptunghicinA+H=A+a+b+c=
a-a=1$ib+c=0:tzr:zr9iz!=-21................................................................2p
121022 + 23022 + 21o,, 1 = 12!022 + z!o22 + (23)1orr | = lzlo22 + zloz2 + (- z2)to1t | =
= l2?022 + zla22 - zlor2l = lzlo2,l = lz,l2o22 = 1..............................................................2p

Problema 4.
Din identitatea paralelogramului avem ci lz - 712 + lz + 112 = 2(lzl2 + 1).........................2p

'' l?-1'z+lzrl1'1DeoareLe lzl < I.ob!inemc; la+- 4 ............................................... .......2p
Folosind inegalitatea mediilor rezulta ce

., >..-,.'l+tz-,1 - z-Lt'z-3rz-1|1 ,,ffif;;;f .. 2p
{'z-tl \3rz-'t )

Decr,27 212 - 1l2.lz + 116 - 3",6 > lz - ll.lz + 713 = lz2 - 1l.lz - 712.....................Ip
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Clasa a XI-a
Bar€m de corectare !i evaluare

1.A=(a:),r(A)=a+d,det(A)=ad-bc,atunci.A2-Tr(A)A+d.et(A)r2=02(1)......rp

$)Det(X3) - t, dect det(X) = 1..................... ... . . . . . . . . . . . 1p

Notam cu t r,rma matricei X ti din relalia (l) se obtine X2 = t X - Iz ,

x3 = G2 - ')X - tlz. ....................2p

Tr(x3) = Tr(( 2 - DX - t/r)=(l-t)Tr(X)- t Tr(t):F-t-zt......................................1p

tr-3t=18. deci r i.x3=Bx-ll 9l\u3l,,lp
- rr1 1r
^l\r s/ ................................. ....Ip

2.

AB=BA implica Aa+A'?B']+B4:(A+AB+B)(A,-AB+Br).................. ................2p

det(A':+AB+B'z)de(Ar-AB+Br)=9....... .......... ................ I p

in relalia det(X+Y) let(X-Y):2(det(X)+der(Y)) , oblhem pentru X=A+B, $i y= AB
de(A+AB+B'z)+ det\ \'-AB+n:.p216",i42*r)+de(AB)):10........................2p

de(A'?+AB+B']) ti de(.rr-AB+82) sunt egale cu I qi 9....................................1p

suma cerutd este 1+3- ........................, ..........,............,lp

3.Dinc,>o,Vn€N'alrm

a"*, - an = ln (a1 + a2. -.+ a) -ln(ar+ a2+...+an_1) > 0,Va € N-.

deci;irul (d,)Dleste strict crescdtor.............. ..............1p

Presupunind cn lirul (an),EN. este $i merginit superiot rezulti ce este convetgent $i notdm I =
,l'l*," ................................ rp



Din relatia de recurenld obtirlem ci ea"+1 = a1 + az + ... + an, deci ed,+r = eq + an.Trecand la
Iimiti oblinem eL= eL+ l, deci I = 0. pe de alti parte, cum girul (an)D1 este strict crescdror, I >
01 > 0, contradicliel Deci girul(a,),,1 este strict crescebr $i nemirginit superior, deci are limira

......,...'..''.,,','.''..2p

Deducemcillman.e-,.=0........................ .................1p

Aruncr lim (9-- l) e" =lim "''t'',- *''.i{4,+.? -,"-ir.eo..deunde

,. l.rr+L P-anr
= llm ' =li-;. a"."-u .....-.----....................2p

4. cum x - 1 < [x] < x, vx E R rezutti +- 1 < [.1j < ft , vr< = fi =. (f;,f _ r) <
xX=, [rJ < "rL,# -. .. r,

r^ Ial s, L,
Daci b, = illlJgl ..^he '*- ' 

+ ' < b- .. Lk=1n ..

" 
"' 

^ 
II'J '' ' '' '' '' """ """ "2p

Cum ar> 0, demonstrim prin inductie matematici ci ar ) 0, Vn ) 1 = 2n*, _ 2, = 1 ;,
0, Vn 2 1> firul an esre strict crescetor, deci exis6 ll-lq an = I E R, trecand la limiti obginem I =

DacE =:5]-6 , folosind Cesaro-Stolz, oblinem : L= lim u- = lim ---!r3- = lim -:!- =n-6 an+r q ne6 Jn+ltim+ (2 )......... . ... ,,,1p

Dar lima= lim 'j'i-': = lim fr'fr= 2limf = 21;6 ui = f deci L= 3rezutua L=y'z.4-6vh r-@vrLr_i,, i,@ dr -;:;# r-.!.L L,\4,

Confonn criteriului "clettelui" rezulti Iim b, = ,12.._........._........ .. ..... . ................................. 1p



Subiectul 1, solutie (barem de colectare)

/' r-csrn'r. b.os'r I'.i acos"(+-r)-bslnnr;-.r'
' Jo .--;rrsinar+cos"rt*- Jd 4.+n[cos"(; -r).siu"(; -r)j

tb r -, acos"ri -r Tbsini(: r)
= / (-l)(; -*)'.J" 2 +c-:[cos'r! x] sin',; - r) "

I;-o=" , +,.os'r-bsin'-z /t c + a coi" .r - bsin" r
l. ), - ;(cos" r - sjn, r) J. 4. - iGos. .r r sin', xl

Rezulte cX

-- foc. osin"r-6cos"-r- j -dcos'tr -bsin"*
J_, l" - -(( osi.r - srn'' r)

/o r. - I a - b . rsrn' x . bcos rI I f6 b-a_ __ __ ,__-__: "- _ o / ", = --i./., qc - ,r(c"s'r . ".. , ,

aecil:?

(zp)

(2p)

(2p)

(rpj



Subiectul 2, solutie (barem de corectare)

In relalia datS inlocuim pe , cu ,i -, Si oblinern:

,(n-r)sin,-r(r) =cos2z pentru orice z € l0,a]. (1p)

Inmu\im reiagia din ipoteze cu sin, qi oblinem. pentru o ce, € [0.?i].

/(e)srn']r - J(n - c)sinc = siuocos2o. (1p)

Pnn aduncrea a.esror doua relalrr obliEem

-lk) cos' t = (1 +sin:r)cos",

deci
cos'?r(I+sinr+f(it)):0 pcrtruodccc€[0.7r]. (Zp)

Prirr ulurare

tn| -1 -sm.r. r+-
J(,') = i 't

I a. '1p/\2
Functia I are proprietatea lui Da.rboux deoarece adndte prirniiiwe.
Pentm a I 2 ar rezulta cd / are discontimliidli de p ma spe!6, contradictie. (1p)
Rezultd. ce a = -2, deci J(r) =-I-sinr,pentruo ceo€[0.r]. P n uma.re, p mitilele

lui / sirnt de forma

F(c) = -s1"o"r*. Vae I0,z], u:rdec€R. (1p)



Subiectul B, solulie (barem de corectare)

(a) Fie r e G cu "r, : e. Fixand uD elenerlr a € G, a\€m (din ipotezd)

ot2: e2a,.+ a: e. (lp)
Aladar, 12 : e +, : e sau, echi!.aleBt,

r + e.=+ 12 + e. (1p)

(b) Fie r 1/ € G arbitrare. Folosind retalia (*) rleducem ce

t-r(.u)2 = (yx)2{t =.+ xy : gc.

deci G este abelian. (2p)
(c) Fie G un grup abeiiar cu prop etatea

rle+ r.2 le.
Vom ardta ch are toc (*).

^. ^7Y: O , € G astfel inc6t rg2 = z2z. deci (din comutativitate) a.vem ey2 : zz2. Oblinem\o e - llpl
Y2 : z2 ++ (yz-tf = e -"a g = 7, (zp)

adicl tunctiorca2d rclalia (*).



Subiectul 4, solulie (barem de corectare)

Se gtie c;. orice grup cu ux rrunte.r prirx de eleme te este ciclic qi oricare element al siu diferit

de elemeDtul neutr-rl este un generator a.l grupului (z p)

Aqadax grupul considerat va" fi ciclic !i deci abelian.

a* b : dl" * c "'+ (c* a) * t : c * a.

deci
e.*b: cx rt, c*d=dxc=b, adicie*b=b. (rp)

Aceast5 ultimi ega.litate ara.t5, cX e esto clement neutru. (fp)
Notdnd ct G grupul considerat, IuinduJ pe a alrept generator, vom av2a Q : {e,a, a2,a3,aa}

n*^t""".*r: 
". 

aeaucem c = a4. (rP)
Rezultd {b, d} = {a'?, o3}.
Dacn D :o3 si d : a', atwtci a* b : aa * d, = a2. Decl b : a2 gi d = a3.

{ygm ( : {6, a, a2 : b ,d,: a3,c: aa} - Tabla grupului este

abcde

(rp)

llplb

d

bdeca
dcaeb
e adb c

c ebad
abcde


