
Barem clasa a X-a 

(OLM 2023-etapa locală) 
Problema I. (7 puncte)    
Oricare ar fi  1 2, ,x x  cu )()( 21 xfxf = rezultă ))(())(( 21 xffxff =     ( ) ....................................................(2p) 

Din 
2023( ( )) 2022 ( ),f f x x f x= − x    rezultă 2023

1 1 1( ( )) 2022 ( )f f x x f x= −   ( )   

 și  2023

2 2 2( ( )) 2022 ( )f f x x f x= − .     ( ) .......................................................................................................(2p) 

Din ( ) , ( ) şi ( ) rezultă  2023

1 12022 ( )x f x− 2023

2 22022 ( )x f x= − şi cum )()( 21 xfxf =   

obţinem 𝑥1
2023 = 𝑥2

2023  de unde 21 xx = .  ...........................................................................................................(2p) 

 Deci 1 2, ,x x  cu )()( 21 xfxf = 21 xx = . Rezultă că f este injectivă. ......................................................(1p) 

Problema II. (7 puncte)   
Notăm 𝑙𝑜𝑔2

𝑥 = 𝑎, 𝑙𝑜𝑔2
𝑦

= 𝑏, 𝑙𝑜𝑔2
𝑧 = 𝑐 ⇒ 𝑥 = 2𝑎 , 𝑦 = 2𝑏 , 𝑧 = 2𝑐........................................................................(1p) 

⇒
3

√2
4 = 2𝑎 ⋅ 2𝑏2

+ 2𝑏 ⋅ 2𝑐2
+ 2𝑐 ⋅ 2𝑎2

≥
𝑚𝑎≥𝑚𝑔

3 ⋅ √2𝑎 ⋅ 2𝑏2
⋅ 2𝑏 ⋅ 2𝑐2

⋅ 2𝑐 ⋅ 2𝑎23
................................................(2p) 

3

√2
4 ≥ 3 ⋅ 2

𝑎2+𝑏2+𝑐2+𝑎+𝑏+𝑐

3 ⇒ 2
−1

4 ≥ 2
𝑎2+𝑏2+𝑐2+𝑎+𝑏+𝑐

3 ⇒
𝑎2+𝑏2+𝑐2+𝑎+𝑏+𝑐

3
+

1

4
≤ 0..................................................(2p) 

(2𝑎 + 1)2 + (2𝑏 + 1)2 + (2𝑐 + 1)2 ≤ 0 ⇒ 𝑎 = −
1

2
, 𝑏 = −

1

2
, 𝑐 = −

1

2
⇒.......................................................(1p) 

⇒ 𝑥 =
1

√2
, 𝑦 =

1

√2
, 𝑧 =

1

√2
.....................................................................................................................................(1p) 

Problema III. (7 puncte)  

a) (
𝟏

𝒙
+

𝟏

𝒚
+

𝟏

𝒛
)

𝟐
=

𝟏

𝒙𝟐
+

𝟏

𝒚𝟐
+

𝟏

𝒛𝟐
+

𝟐

𝒙𝒚
+

𝟐

𝒙𝒛
+

𝟐

𝒚𝒛
=

𝟏

𝒙𝟐
+

𝟏

𝒚𝟐
+

𝟏

𝒛𝟐
+

𝟐(𝒙+𝒚+𝒛)

𝒙𝒚𝒛
=

𝟏

𝒙𝟐
+

𝟏

𝒚𝟐
+

𝟏

𝒛𝟐
............(4p) 

b) log𝑎 𝑎𝑏 + log𝑏 𝑏𝑐 + log𝑐 𝑐𝑎 = 3 + log𝑎 𝑏 + log𝑏 𝑐 + log𝑐 𝑎 ≥ 3 + 3√log𝑎 𝑏 ∙ log𝑏 𝑐 ∙ log𝑐 𝑎
3

= 6......................(3p)  

Problema IV. (7 puncte) 

𝑥2 + 2𝑦𝑧 − 3 = 𝑥2 + 2𝑦𝑧 − (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) = 𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 = (𝑥 − 𝑦)(𝑥 − 𝑧) ..............(1p) 

𝑦2 + 2𝑥𝑧 − 3 = 𝑦2 + 2𝑥𝑧 − (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) = 𝑦2 − 𝑥𝑦 − 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = (𝑦 − 𝑧)(𝑦 − 𝑥) ..............(1p) 

𝑧2 + 2𝑥𝑦 − 3 = 𝑧2 + 2𝑥𝑦 − (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) = 𝑧2 − 𝑥𝑧 − 𝑦𝑧 + 𝑥𝑦 = (𝑧 − 𝑦)(𝑧 − 𝑥) ..............(1p) 

Din b) avem (𝑥 − 𝑦)2(𝑦 − 𝑧)2(𝑧 − 𝑥)2 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑦 sau 𝑥 = 𝑧 sau 𝑦 = 𝑧. ........................................(1p) 

Dacă, de exemplu, 𝑥 = 𝑦, din a) ⇒ 𝑥2 + 2𝑥𝑧 = 3 ⇒ 𝑧 =
3−𝑥2

2𝑥
 ⇒ 𝑧̅ =

3−�̅�2

2�̅�
, dar �̅� =

1

𝑥
 (modulul 1) 

 ⇒  𝑧̅ =
3𝑥2−1

2𝑥
, 𝑧̅ =

1

𝑧
 (modulul 1) ⇒

3𝑥2−1

2𝑥
=

2𝑥

3−𝑥2 ⇒ 3(𝑥2 − 1)2 = 0 ⇒ 𝑥 ∈ {−1, 1} ......................................(2p) 

Pentru 𝑥 = 𝑦 = 1 ⇒ 𝑧 = 1, pentru 𝑥 = 𝑦 = −1 ⇒ 𝑧 = −1 Analog cazurile 𝑥 = 𝑧 și 𝑦 = 𝑧  

Avem 2 soluții: (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 1, 1)  și (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (−1, −1, −1) .......................................................................(1p) 


