Olimpiada Nationald de Matematici, etapa locald (OLM), Caras — Severin, 18.02.2023
Clasa a IX-a (Subiecte/bareme orientative de rezolvare + notare)

Problema 1. Aratati cd, pentru orice numdr natural nenul n, numarul X, = (5” —1) . (4” +15n —1) se divide

cu 36.

*k*k

(5n —1) se divide cu 4 (orice justificare corectd si completa se puncteaza corespunzator) 3p
4" +15n—1| se divide cu 9 (inductiv)
Cum 4 si 9 sunt prime intre ele, rezulta concluzia. 1p

2X+1,F(X)=4X+5
3 3

Problema 2. Pentru orice numdr real x se noteaza E(X) = si [X] partea intreagd a

numarului X.
(@) Determinati mulfimea H = {X eR| |3- E(X)| + |6- F (—X)| = 5}.

(b) Aratati ca, pentru orice numar intreg m, exista cel mult un numar natural k astfel incét

[E(K)]+[F(K)]=m.
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(a) Se obtine ecuatia |2X +1| + |10 —8X| =5 lp
. R Sy 7 3p
Se analizeazd cele 3 cazuri posibile si se ajunge la H = l,g .
1
(b) Notama = a2 si astfel egalitatea din enunt (via identitatea lui Charles P
Hermite: [a] +[a+ﬂ =[2a]) conduce la: [4k A 2} =m
_ - 2
Din m£4k+2<m+1, ajungem la 3m 2Sk<3m+1§i,deoarecengrl—3m 2=§<1, P
4 4 4 4
concluzia se impune.

Problema 3. Fie a,b,c strict pozitive cu a+b+c=1.

a) Ardtati ca _atl >2
Ja+bc
b) Aritati c a+l b+1 c+1 S 2

+ + >
Ja+bc +Jb+ac Jc+ab a’+b*+c?



a) Scriea=1-b-c 1p

Ridica la patrat si obtine (2 —b- C)2 > 4(1— b+bc— C) 1p
Relatie echivalenta cu (b - C)2 >0 1p
a+1l b+1 c+1

b) Conform a) obtinem >6 1p

+ + >
Ja+bc b+ac +c+ab

Demonstreaza

6 S 2 2p

6= >
(a+b+c)’  a’+b*+c’

Finalizare 1p

Problema 4. Se considera un punct P in interiorul unui triunghi ABC si punctele D,E, F pentru care exista

numerele t,u,v € (0,00) astfel incét BD :t-ﬁ, CE=u .E_\, AF =v-FB.
Demonstrati ca:
(@) Dacda t=u =V, atunci triunghiurile DEF si ABC au acelasi centru de greutate.

(b) Daca PD, PE, PF sunt respectiv bisectoarele unghiurilor <<BPC,<«<CPA,<«APB , atunci dreptele AD,
BE si CF sunt concurente.
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- 1 — . 2
(@) Daca G este centrul de greutate al triunghiului DEF, atunci: GD =——-GB + . GC, P
t+1 t+1
GE-— .GC+-' .GA GF=— .GA+-'.GB
t+1 t+1 t+1 t+1
Deducem astfel ci 0=GD +GE + GF =GA+GB +GC , asadar G este si centrul de greutate al 2p
triunghiului ABC.
2
(b) Teorema bisectoarei conduce la: E = E ,E = E , E = E = P
PC DC PA EA PB FB
1
E . C—E . ﬁ =1; conform reciprocei teoremei lui Ceva, AD, BE si CF sunt concurente. P
DC EA FB




