Olimpiada Nationalid de Matematici, etapa localid (OLM), Caras — Severin, 18.02.2023, Clasa a Xl-a

(Barem de evaluare + notare)

Problema 1. Se considera un triunghi ABC precum si, folosind notatiile uzuale, determinantii:

1 cos2A a’ 1 sinA a°
A;=[1 cos2B b?|,A,=[1 sinB b?|. Aritai ca:
1 cos2C c? 1 sinC c?

(@) A;=0. (b)daca A, =0, atunci triunghiul ABC este isoscel.

**k*
() Folosind, de exemplu, formula cos2x =1— 2sin? X , teorema sinusurilor si 3p
proprietatile determinantilor se obtine A; =0.
1 a a’ 4p

(b) Folosin, de exemplu, aceeasi teorema, se ajunge la A, = % 1 b b? si, din

1 ¢ ¢?

A, =0 , se deduce (c—b)(c—a)(b—a)=0, de unde concluzia ceruta.

Problema 2. Se spune ci o matrice A€ M, (R) este interesanti daca A* — A=7-1,. Aratati ca:

(@) exista cel putin doua matrice interesante cu elementele numere intregi.

(b) Daca matricea A este interesantd, atunci matricea B= A+2-1, este inversabila.

***%*
01 0 7 4p
a) De exemplu (cu justificare): A = A =
(a) plu (cu )/31(7JA2[1J
(b) Egalitatea data se poate scrie 3p

A? —A-6-1,=(A+2l,)-(A=3l,)=(A-3l,)-(A+2l,)=1, ,asadar B este

inversabila, cu Bt = A-3-1,

Problema 3. Se considera functia f : R — R, f (x) = x—x?, precum si sirul (aj, )s1 definit prin

a1=%,an+1 = f(an),‘v’n Zl




(2) Demonstrati ca sirul (a, )n>1 este convergent si determinati limita sa.

(b) Determinati numarul intreg k pentru care  lim 2__ () = 1 .
x—2 sinkzx 27

* % %
(a) se demonstreazi (de exemplu inductiv) ca sirul este marginit: a, €(0,1),Vne N 1p
8y, — 8, =—a,> <0,vneN", deci sirul este strict descrescitor lp
Sirul este convergent, cu limita O (evident: justificare) 1p
_ - 2
(b) L= lim &FDX=2) 5 iy (x=2) P
x—2  sinkzx x—2SINkzx
t 3 2p

=k =6.

Notdm X—2=t siastfel L=3-lim— =—
t»osinkzt ki

Problema 4. (a) Dati un exemplu de trei siruri (a, )nzl (by )n21 (Ch )nﬂ pentru care

] ] ) N T .
lim a, =0, lim by, =+, lim ¢, =—o astfel incat: lima,-b, ==si lim (b, +c,)=
N—>00 n—oo n—oo N—o0 2 now

n
. . 1 . e
(b)Demonstrati ca sirul X, = Z arctg 2—1, Vn=>1, este convergent si are limita egald cu %
—k+

k=1
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3
(a) De exemplu: an:i,bn =nr,C, =2 _nzn=l. P
2n 2
1 2p
b) arctg ————=...=arctgk —arctg(k -1
(b) 97 1 g g(k-1)
2p

X, =arctgn are limita finitd — , deci este convergent.
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