INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BUZAU

OLIMPIDA DE MATEMATICA
Etapa locala 18.02.2023
Judetul Buzau
CLASA alIX-a

Subiectul 1 (7 puncte)

Rezolva‘gi in R ecuatia:
1
[x] + [x + 5] = [2x]

Gazeta Matematica, Supliment 11/2022

Solutie si barem

Avem: [x] + [x + %] =] - | [ 1 punct
Ramane de rezolvat ecuatia: [x + ﬂ =[x + %] .............................. 1 punct
Membrul sting si membrul drept sunt functii periodice de perioada 1 deci este
suficient sa rezolvam ecuatia pe intervalul [0,1].............ooooiiiiii. 1 punct
Multimea solutiilor din intervalul [0,1] este [O, -;—) U E, 1] .................... 2 puncte

Multimea solutiilor este U keZ([k: k + %) U [k + g,k F 1] 1 punct




INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BUZAU

OLIMPIDA DE MATEMATICA
Etapa locala 18.02.2023
Judetul Buzau
CLASA alIX-a

Subiectul 2 (7 puncte)

Fie a, b doud numere reale. Sa se arate ca exista un numdr irational x, astfel
incat numerele a + x si b + x sa fie ambele iratonale.

Solutie si barem

S3 presupunem contrariul. Atunci, pentru orice x € R\Q, cel putin unul
dintre numiefele a. + %, b + % este rafional....... s mmmsmes e s e 2 puncte
Consideram atunci urmatoarele perechi:
a+x b+x
a+ 2% b+2x
a4-3% b+ 3x
............................................................................................................ 3 puncte

In fiecare linie, cel putin unul dintre cele doud numere este rational. Rezulta ca
intr-una din cele doud coloane, din cele 3 numere, macar doua sunt rationale,
deci diferenta lor e, de asemenea, numar rational. Dar diferenta este fie x, fie 2x
si acestea sumt irationale, COMPATICHE. . s cmssmes sonss cansesss sumssansovasins 2 puncte



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BUZAU

OLIMPIDA DE MATEMATICA
Etapa locala 18.02.2023
Judetul Buzau
CLASA alIX-a

Subiectul 3 (7 puncte)

Fie x,y,z > 0 astfel incat x + y + z = 1. Sa se demonstreze ca:

X Z zX
ZrZ 4+ Z>1.
Z X y

Solutie si barem

Din inegalitatea mediilor avem

e -,

............................................................................................................. 4 puncte
Scriind si inegalitatile analoage si insuménd, obtinem

Xy Yz Zx

i = e 2 oy 2= Li

z x Yy
........................................................................ 3 puncte

Solutie alternativa

Eliminand numitorii, inegalitatea se scrie echivalent

(xy)? + (y2)? + (zx)? = xyz
Folosind insa binecunoscuta inegalitate

a’?+b%+c?>ab+bc+ca
avem

(xy)? + (y2)% + (zx)? = xy?z + xyz? + x*yz = xyz(x + y + z) = xyz



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BUZAU

OLIMPIDA DE MATEMATICA
Etapa locala 18.02.2023
Judetul Buzau
CLASA alX-a

Subiectul 4 (7 puncte)

a) Sa se arate cd daca y; si v, sunt doi vectori diferiti, de aceeasi lungime
atunci Va € (0, o) vectorii V| +av, si V, tay, au aceeasi lungime.

b) Sa se arate ca dacd v, si v, suntdoi vectori diferifi si daca exista

a € (0,0)\{1} astfel incat vectorii v, +av, si v, +aV, auaceeasi

lungime atunci v, si Vv, sunt doi vectori de aceeasi lungime.

Solutie si barem

_)
a) Fie 51—4) si OB cei doi vectori. Consideram punctele M si N pe segmentul

n a, MA . NB

[AB] astfel INCAt —— = @ $1 ~— = @evereriiriiiii 1 punct
. vy, tavy, . — V,+tay

Avem 0M=»]—1—2 s ON=% 1 punct
+a +ta

Segmentele MA si NB au aceeasi lungime,triunghiul OAB este isoscel,

triunghiurile OAM si OBN sunt congruente, rezultd ca vectorii oM si ON au

DR TR IS s o o ims e e o s s S 1 punct

Rezulta ca vectorii ;1 + av; si v; + “‘;1 au aceeasi lungime....... 1 punct

b) Fie 04 si OB cei doi vectori.Consideram punctele M si N pe segmentul

[AB] astfel incat Z—g =asi %% B U osmmer s o i RS 1 punct

Avem O_M=w si O—N:m ceveesneeene. 1 pUNCt
l+a l+a

Segmentele MA si NB au aceeasi lungime,segmentele OM si ON au aceesi
lungime, triunghiul OMN este isoscel, triunghiurile OAM si OBN sunt

& .o - . g .
congruente, rezulta ca vectorii OA si OB au aceesi
17151 1 ST PR — 1 punct



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BUZAU

OLIMPIDA DE MATEMATICA
Etapa locala 18.02.2023
Judetul Buzau

CLASA a X-a
Subiectul 1 (7 puncte)
Sa se rezolve in R ecuatia:
1 1 1 1

12% T 15% a 20¥  gVvx
Gazeta Matematica 11/2022

Solutie si barem

Conditie de existenta x = 0. Se observad cd x = 1 este solutie.................. 1 punct
, . 3%+4%+5% 1 3 X ¥ 4\* T -
Ecuatia se scrie = = (—) + (—) + (—) = 5x—Vx
; 5%.12% 5V 12 12 12
.................................................................................................................... 1 punct
s fBYE 8 [4N* _ 4 {5V 5
Daca x > 1 atunci (—) e — (—) < —, (—) <—>
12 2" \12 12" \12 12
3\~ 4 5 3+4+5
=3 (—) + (—) aF (—) < =1 e 1 punct
12 12 12 12
. x—J/x 0 _
six>Vxex—Vx>005 = P 1 punct
5 FBYE . B r4az* . 4 {BA* 5
Daca x < 1 atunci (—) > — (—) oh = (—) > —>
12 J2'\12 12* \12 12
3\ 4% 5 3+4+5
= (—) + (—) -+ (—) > — e R T 1 punct
12 12 12 12
. x—vx 0 __
six<Vxeox—Jx<0e5 c il — | [ ——— 1 punct

Deci x=1 este SOlUtie UNICA ......ceoueiuiiniiiiiniiiiiiii e, 1 punct




INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BUZAU

OLIMPIDA DE MATEMATICA
Etapa locala 18.02.2023
Judetul Buzau
CLASA a X-a

Subiectul 2 (7 puncte)

Fie functiile f, g: R — R care verifica relatia
f(f(x)) + g(f(y)) = x — f(y), pentru orice x,y € R.
a) Aratati cd f este inversabila.
b) Determinati f, stiind cd g = f 7.
Gazeta Matematica, Supliment, 2/2022

Solutie si barem

a) Aritim ci f este injectiva. Fie x1, x, € R astfel incét f(x;) = f(x;) =
= f(fe) = f(f(x)) = fF(fGx)) +9(f D) = fF(f () + 9(f D)) =
........................................................................................................... 1 punct
= x, — f(y) = x, — f(y) = x; = X,, deci f este injectiva.............. 1 punct
Aratam ca f este surjectiva. Fie y € R. Cautdm x € R astfel incat f(x) =y

Avem f(y) + g(f()) =x — f) = x = 2f (¥) + g(f (¥)), deci f este

surjectiva

........................................................................................... 1 punct
b) In relatia din enunt punem y «— x = f(f(x)) +9(f(x) =x— f(x)
Cum g = f rezultd g(f(x)) = Xeeeeeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiin, 1 punct
Rezulta f(f CAPER i3 T & o) F——————— 1 punct
Fie t € R. Deoarece f este bijectiva 3x € R astfel incat
FTRE) 5 B s s i st s 5wt e S48 3 508 R o 5508 488 08 08 093 1 punct

Din f(f(x)) = —f(x), Vx € R rezulta f(t) = —t,Vt €R....... 1 punct




INSPECTORATUL SCOLAR 1LIDETEAN BUZAU

OLIMPIDA DE MATEMATICA
Etapa locala 18.02.2023
Judetul Buzau
CLASA a X-a

Subiectul 3 (7 puncte)

Fie a, b, ¢ €C cu proprietatea |a| = |b| = |c| =|a+ b + | .
Sisearateca (a+ b)(b+c)(c+a)=0.

Solutie si barem

Solutie.
Fied = —a—b —c . Atunci

lal = |b| = |c| = |d]
................................................................................................................. 3puncte
Geometric, avem patru vectori de acelasi modul, cu suma zero. Adunand
vectorii cu regula poligonului, obtinem un romb, deci sunt doi cate doi vectori

OIS e sgsamessensnsemm e e s g s s B D S S 3puncte




INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BUZAU

OLIMPIDA DE MATEMATICA
Etapa locala 18.02.2023
Judetul Buzau
CLASA aX-a

Subiectul 4 (7 puncte)

Sa se rezolve ecuatia:

V2(cos x — sinx) = tgx + ctgx

Solutie si barem

2cos(x + %) S | S 1 punct
Ega: - ko € (=, —2] U |2, +08 e usmimmiomseismimin 1 punct
Egalitate cand 2 cos(x + %) = tgx + ctgx = 2 sau cand 2 cos(x + %) = tgx +
ST T 2L i s oot i s el i B T G 1 punct
Ecuatia 2 cos(x + %) = tgx + ctgx = 2 nu are solutii in x € [0,2m)

deoarece 2 cos(x + g) =2 cand x = %ﬂ iartg %ﬂ + ctg %ﬂ =B ciiiass 1 punct
Ecuatia 2 cos(x + %) = tgx + ctgx = —2 are, in [0,2m) solutia x%..l punct

Multimea solutiilor ecuatiei din enunt este {%n + 2kn/k € Z } ................ 1 punct




INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BUZAU

OLIMPIDA DE MATEMATICA
Etapa locala 18.02.2023
Judetul Buzau
CLASA a XI-a

Subiectul 1 (7 puncte)

Fie A € M,,(C) o matrice astfel incat toti minorii de ordinul n — 1 sunt egali
intre ei. Sa se arate ca detA = 0.

Solutie si barem

Fie d valoarea comuna a minorilor de ordin n — 1. Atunci

Adunand primele doua linii, obtinem usor ca det(4*) = 0......cccccceevunee. 2 puncte
Dar A-A* = (detA)l, de unde detA = 0....ooceeeeveereireeneniiicienenene 2 puncte




INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BUZAU

OLIMPIDA DE MATEMATICA
Etapa locala 18.02.2023
Judetul Buzau
CLASA a XlI-a

Subiectul 2 (7 puncte)

Si se determine k € R astfel incat limita  lim n* (\/n +1+vn—1-— 2\/5)

n—oo
sa existe, sa fie finita si nenula.

Solutie si barem

AvemVn+1+Vvn—1-2vn=vn+1—-vn—-(Vn—-1-+n) =

_ 1 _ 1
= Vntitvn  vntvn-1

Vvn—1—-+vn+1

" (Vn+1+Vn)(Va+Vn—1)
-2

T (Wntltvn)(Yntvn-1)(Vn-1+Vn+1)

....................................................................................................... 4 puncte

ap S 0 2 3
Se obtine imediat cd k = B IR 3 puncte




INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BUZAU

OLIMPIDA DE MATEMATICA
Etapa locala 18.02.2023
Judetul Buzau
CLASA a XI-a

Subiectul 3 (7 puncte)

Fie sirul (a,),s, definit prin a; = 1 si a,yq =+/a3 + a,, pentru oricen € N*.
a) Demonstrati ca lim a, = .

an—->oo
b) Calculati lim —=.
n—ooo N

Supliment, Gazeta Matematica 11/2022

Solutie si barem

a) Avem cd a, = 0 pentru oricen € N*, a1 — a, = /a3 +a, —a, =

an % . . . -
———=—— > 0, Vn € N* deci sirul este strict crescator................ 1pun
Jai+ap+an B ’ P
Rezultd ca sirul are Hmitd I R......ccooervviiiininininiiie e 1 punct
Presupunem ca limita este finitd lim a,, = [ € R. Trecand la limita in relatia de
n—oo
recurentl se obtine I = VIZ + 1 © I = D.covcvivnicrscnesssssssssmsissnssssssesssnses 1 punct
Fals deoarece un sir strict crescator cu a; = 1 nu poate avea limita 0.
Rewlid, L, o = Penssmmmenmmsms s st s s 1 punct
n—oo
b) lim 28 = lim 22270 (Cesaro-Stolz).......ervmrrennrererrsensssnssansens, 1 punct
n—ooo n n—oo n+l-n
= lim (Va2 + a, — a,) = lim ———— = 1 punct
n—>oo( ntdn n) n—ooai+anta, P
: 1 1
= I e s i s i s A A SR RN S 1 punct

n—o 14ty 2
an




INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BUZAU

OLIMPIDA DE MATEMATICA
Etapa locala 18.02.2023
Judetul Buzau
CLASA a XI-a

Subiectul 4 (7 puncte)

Dacad £ :(0,0) — (0,0) este o functie monotona cu proprietatea ca
(f o f)(x)=Inx,Vx e (0,0), aratati ca exista x, e (0,«) astfel incat f(x,)<I.
E:24446 Gazeta Matematica 1/2001

Solutie si barem

Presupunsm 08 Vx €(0,0) avem f(#) 2] s 1 punct
Daci f este (strict) crescitoare, rezultd f(f(x)) = f(1).ccoverereneen. 1 punct
R T R ————————— 1 punct
Fals deoarece ;1_)mo = =B gt R 1 punct
a) Daca f este (strict) descrescatoare:

Rezulti fifo) 2 f) =z F{l); Ve e (0,0 1als.mm s 1 punct
Fals deoarece ;‘Cll_r)r})0 URUIE=S O, s i s s s 5654533 o s SRV SS9 1 punct

06T 117 1 SOV — 1 punct




INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BUZAU

OLIMPIDA DE MATEMATICA
Etapa locala 18.02.2023
Judetul Buzau
CLASA a Xll-a

Subiectul 1 (7 puncte)

Pe multimea G cu cel putin doud elemente se considerd doud legi de
compozitie distincte notate cu” * ” si” o ”, cu proprietatea ca (G, *) si (G, ©)
sunt grupuri. Aratati ca niciuna din legi nu este distributiva fata de cealalta.

Supliment, Gazeta matematica 11/2022

Solutie si barem

2 ”»

Fie e elementul neutru pentru legea” * ” si f elementul neutru pentru legea ” o

2 )

Sa presupunem ca ” *  este distributiva fatda de 7 o ", ..oiiis i 1 punct
Rezulfd ¢8: % + [ye 2) = (@ »y) o (& %.2), VX, VB E G 1 punct
Punemy « fsiz« fsiavemx* (fof) =(x *f)o(x *f),Vx €G..1 punct
x*xf=(x=x*f)o(x *f),Vx € G si prin simplificare x x f = f, Vx € (......1 punct
Rezultd o = &, VK € Gy TAlS. cosssmssomns cunsminsnmusswsanas sonssnusssins sasssssss ans suisassins shsssen 1 punct
Analog se aratdca ” o ”

)

ente disteibutivi Tatl g8 ™ B " s assassncs ammsmss 1 punct




INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BUZAU

OLIMPIDA DE MATEMATICA
Etapa locala 18.02.2023
Judetul Buzau
CLASA a XlI-a

Subiectul 2 (7 puncte)

Fie (G,”) un grup si H = {x?|x € G}. Si se arate cd dacd G este comutativ,
atunci H este subgrup al lui G. Reciproca este adevarata?

Solutie si barem

Fie x,v € H. Atunci existi a,b € G astfel incat x = a?, y = b?....1 punct
y y p

Rezultd xy = a?b? = aabb = abab = (ab)? € H........cocoevueune.. 1 punct
Fie x € H. Atunci existdi a € G astfel incAt x = @®.......cceueveveuenee 1 punct
gt =(g2) = N ) o = [ 1 punct

Deci H este subgrup.
Reciproca nu este adevarata. Fie S3 grupul neabelian al permutérilor de

BERIPl Banput it s a s R e P R e 1 punct

. 1 2 3 (1 2 3\ (1 2 3
sifie H = {(1 5 3) , (3 1 2), (2 3 1)} ........................... 1 punct
Se verifica ca H este subgrup, H = {x?|x € S;} dar S; nu este comutativ.




INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BUZAU

Etapa locala 18.02.2023
Judetul Buzau
CLASA a XII-a

Subiectul 3 (7 puncte)

Fien € N*,c > 0sia,b € (0,7) astfel incita + b = . Calculati:
fb c+asin™x+bcos™x

a 4c+mn(sin"x+cos™x)
Gazeta matematica 11/2022

Solutie si barem

T . y[3
" b c+asin™x+bcos™x b ctacos™(5—x)+bsin™(;-x)
Fiel = [ — = = 2 2 _—dx....... 1 punct
a 4c+m(sinx+cos™x) a 4c+n(cos"(;—x)+sinn(5—x))
. T
Facem schimbarea de variabild STX=¢t A% = =, 0 sm s ssmssmnsmn 1 punct
T a c+acos™t+bsin™t i e
= = b Termcostrasiang) B p
_ fb c+acos™t+bsin™t i i
el Prymrmeysprncyed L S p
b 2c+(a+b)(cos™t+sin™t
2= | Chi) L Y 1 punct
a  4c+m(cos™t+sinmt)
s n
p 2c+=(cos™t+sin™t) b1 b—a
2 = = AX=[ = dX = e 1 punct
fa 4c+m(cos™t+sin™t) a?2 2 p
b-a
T U PR O SO 1 punct



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BUZAU

OLIMPIDA DE MATEMATICA
Etapa locala 18.02.2023
Judetul Buzau
CLASA a XlI-a

Subiectul 4 (7 puncte)

Fie f:[a,b] » R,a,b € R sic € (a,b). S se arate ca dacd f admite primitive
pe [a, c] si pe [c, b] atunci f admite primitive pe [a, b].

Solutie si barem

Fie G: [a,c] = R o primitiva a lui f pe [a,c] si H: [c,b] = R o primitivd a lui f
(T TN | O S ————————— 1 punct
G(x)+Ci,x €arc)
Definim functia F: [a, b] = R, F(x) = € =g .
H(x) + C;,x € (c, b]

Vom determina C;, C, C, astfel incat F sa fie primitiva a lui f pe [a, b].
Din continuitatea in ¢ a functiei F rezultd G(¢) + C; = C = H(c) + C,,C; = C —

—G(€),Cy = C = H(C) cevereereerirrereenteienesteiesenreee et eses s esens 1 punct
G(x)—G(c)+C,x€arc)
Deci F are forma F(x) = C =g
H(x) —H(c)+ C,x € (c,b]
............................................................................................................. 1 punct
Fig) = yﬁﬂ%ﬁ = }Cl_r;éﬂ’z:# = G'(C) = f(C)errrrrrecrrrrrsusacenns 1 punct
x<c x<c
F;(c) =;Ci_r)réF—(x¥=;ci_r)réH—(92—j£=H’(c) = i (-} P——— 1 punct
x>c xX>c

Prin urmare F este derivabild in ¢ si F'(c) = f(c).
PentruV x € [a,c),F'(x) = (G(x) —G(c)+C) =G'(x) = f(x)
PentruV x € (¢,b],F'(x) = (H(x) —H(c) + C) =H'(x) = f(x)




