OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 17 februarie 2023
Solutii

Clasa a IX-a

1. Aratati ca, pentru orice numar natural n > 1, cel putin unul dintre numerele

n,n+1l, n+2, ..., 2n

este patrat perfect.

* kK
Solutie.
Demonstram proprietatea prin inductie matematica. Notam cu P(n) predicatul din
enunt. P(1) este o propozitie adevarata. ................ .. .o 1 punct
Presupunem ca P(n) este adevarata pentru un numar oarecare n > 1, adica cel putin
unul dintre numerele n, n+ 1, n+ 2, ..., 2n este patrat perfect. Demonstram ca
cel putin unul dintre numerele n + 1, n+ 2, ..., 2n + 2 este patrat perfect.
......................................................................... 1 punct
Daca n nu este patrat perfect, atunci, conform ipotezei de inductie, rezulta ca cel
putin unul dintre numerele n+ 1, n+2, ..., 2n este patrat perfect, deci P(n + 1)
este adevarata. .......... ..., 2 puncte
Daca n = k?, k € N* | atunci

n+l1=k+1<(k+1)?2 <2k +1)=2n+2,

deci P(n + 1) este adevarata. ..............ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiia 3 puncte

Solutie alternativa.
Presupunem, prin absurd, ca exista n € N* astfel incat niciunul dintre numerele

n, n+1, n+2, ..., 2n nu este patrat perfect. ............. ... ... ... 1 punct
Atunci exista m € N astfel cam? <n <2n<(m+1)%................ 2 puncte
Prin urmare, m* <n—1<2n+1<(m+1)? ... ... .. 2 puncte
Avem: (m+ 1> —-m?> 2n+1)—(n—1) = 2m+1>n+2>m?+2 =
(m —1)% <0, contradiclie. ...........ouiiieiiii e, 2 puncte

2. Fie triunghiul ascutitunghic ABC' cu ortocentrul in H. Notam cu S si T punctele
de intersectie dintre semidreptele (BH i respectiv (CH cu cercul circumscris tri-

unghiulut ABC. Daca ﬁ + ﬁ = ﬁ , aratati ca ABC' este triunghi echilateral.

Gazeta Matematica



Solutie.

Din ipoteza rezulta ca AT HS este paralelogram......................... 1 punct
A

LATC = TC =/LABC =90° — LBAH = ZAHT, deci triunghiul AHT este isos-

cel. Analog triunghiul AHS este isoscel, deci AT = AH = AS. ......... 3 puncte

Prin urmare AT HS este romb cu triunghiurile AHT si AHS echilaterale, de unde

rezulta ABC echilateral. ....... ... ... . ... .. ... 3 puncte

3. Determinati numerele reale x pentru care [x] = \/|x| - {z}, unde [x] si {x} reprezinta
partea intreaga, respectiv partea fractionarda a numarului real x.

Aurel Barsan

Solutie.
Vel {2z} >0 = [2] >0 = >0. ... 1 punct

Folosind inegalitatea mediilor, obtinem

r+{x} [z]+2{z}
)= Vo o) < T B2

PP 2 puncte
Deducem ca [z] < 2{z} <2, deci [z] € {0,1} ......... ... 2 puncte
Daca [z] = 0, obtinem @ = 0. ...t 1 punct
Daca [x] = 1, avem {z} = x — 1. Ecuatia devine 1 = y/z(x — 1), cu z € [1,2).
1 5
Obtinem x = +2\/_. ................................................... 1 punct
4. (a) Demonstrafi ci 2%+ 5 > 6z, Yz > 0.
(b) Determinati toate numerele reale x,y,z > 1 care au proprietatea cd
2" +5<6y, y +5<6zsi 2 +5<6z.
Romeo Ilie

Solutie.

(a) 28 +5 = (25 4+ 1) +4 > 223 + 4 = 2(2® + 2) > 6z, deoarece z° — 3z + 2 =
(= 1) 2T 42) >0 oo 3 puncte
Remarca. La rezultat se poate ajunge prin inegalitatea dintre media arit-
meticd si cea geometricd pentru numerele 2% 1,1,1,1,1 sau folosind inegali-
tatea lui Bernoulli: (1+2—1)%>1+6(z —1).

2



(b) Folosind ipoteza gi punctul (a) obtinem:

2T <6y —5<ys, Y <6z—-5<20 T<6r-5<ab .. ... 1 punct
Prin adunarea acestor inegalitati avem:

ST <Y ab = Sz —1)<0. o 2 puncte
Cum z,y,z > 1, obtinem solutia unica r =y=2z=1. .............. 1 punct



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 17 februarie 2023
Solutii

Clasa a X-a

1. (a) Aratali ca functia f: (0,00) — R, f(z) = x + log, = este injectiva.

2
2
(b) Rezolvati ecuatia x* — 3z + 1+ log, s 0.
x

Florin Carstea

Solutie.

(a) Functia f este strict crescatoare, fiind suma a doua functii strict crescatoare,

deci este Injectiva. . ..., 2 puncte
(b) Ecuatia este echivalenta cu 2 + 1 + logg(z? + 2) = 3z + log, .

Atunci 7% + 2 4 logg(2? + 2) = 3z +1ogs(3z) . .o v 2 puncte

Obtinem ca f(z* + 2) = f(3z) si folosind punctul (a), gasim z? + 2 = 3z.

Rezulta solutiile x1 =1 gixo = 2. ... i 3 puncte

2. Fie a,b,c numere complere avand acelasi modul. Daca a + b+ ¢ = 0, aratafi ca
a+b*+c* =0.

Andrei Cataron

Solutie.
Fie |a| = |b] = |¢| = 7.
Daca r = 0, atunci a = b = ¢ = 0 si concluzia este evidenta. ~

Presupunem r > 0. Avem [a|? = |b]* = |c|* = r?, de unde aa = bb = c¢ = r?, deci
2 2 2

A r
= —, b= C= — 2 puncte
a b c 1 1 1
Conjugam relatia a + b+ ¢ = 0 si obtinem — + 7 + =0 2 puncte
a c
Aducand la acelagi numitor, gasim ab+ac+bc=0 .................... 1 punct
Ridicand la patrat relatia a + b+ ¢ = 0, obtinem 0 = a? + b* + ¢® + 2(ab + ac + be)
.......................................................................... 1 punct
Prin urmare, a® + 0% +c2 = 0. ..o 1 punct



4
3. (a) Ardtati ci x + — > 5, Vx € (0,1].
T

1
(b) Determinati minimul expresiei a + b+ T L b>0sia+b<l1.
a .

Romeo Ilie

Solutie.
(a) Aducénd la acelagi numitor, obtinem z®—5z?+4 > 0 < (z—1)(z2—4x—4) > 0.
Inegalitatea este verificata pentru orice z € (0,1]................... 3 puncte
(b) Alegand x = a + b in inegalitatea de la punctul (a) si aplicand inegalitatea
1 4
mediilor, obtinem a +b0+ — >a+b+-—F52>5........ .. 2 puncte
ab (a+ b)?
Minimul cerut este egal cu 5 gi se atinge pentru a = b = g 2 puncte

4. Fie f :[0,00) — [0,00) o functie cu proprietatea f(x +y) > f(x) + f(y), pentru
orice x,y € [0,00).
(a) Atatafi ca 2" > n + 1, pentru orice numar natural n.
(b) Aratati ca f este crescatoare.

(c¢) Ardatati ca f(x) > f(1) - log, z, pentru orice x > 0.

Romeo Ilie
Solutie.

(a) Demonstratie prin inductie sau prin inegalitatea lui Bernoulli.......2 puncte
(b) Fiex,y € [0,00), v <y. Atunci f(y) = f(z+(y—2)) = f(z)+f(y—x) = f(2).
Rezulta ca functia f este crescatoare ................. ... ... .. .. 2 puncte
(c) Prin inductie se arata ca f(n) >n- f(1), (V)n e N* ... .. 1 punct

Cum f este crescatoare, avem:
f(x) = f([z]) = [2]f(1) = logy([z] +1) - f(1) = logyx - f(1)......... 2 puncte



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 17 februarie 2023
Solutii

Clasa a XI-a

1. Fie matricele A, B € M3y(R) cu proprietatea ca

det(A + L) + det(A — I) = det(A* — I,) + 2023 = 2.

2023
Demonstrati ca det(A — 2023 - 1) este un numar intreg divizibil cu 2023.

Emanuel George Munteanu

Solutie. Fie A = <i b).

d
det(A+ L) +det(A—L)=2<ad—bc=0............ciiii 2 puncte
Dar, det(A? — I) = det(A+ L) -det(A— L) =1—(a+d)?............. 2 puncte
Rezulta ca a+d = 42022 .. ... 2 puncte
si det(A — 2023 - I) = 20232 — 2023(a + d) 2023, ... oo e i, 1 punct

2. Daca A, B € M,,(C) sunt doua matrice pentru care matricea A+ B este inversabild,
demonstrafi cd A- (A+ B)™'-B=B-(A+B)™'- A.

R.M.T.
Solutie.
A (A+B)' B=A-(A+B)'" (A+B—A)=A—-A-(A+ B)'A... 3 puncte
B-(A+B)'" A=(A+B—-A)-(A+B)"'-A=A—-A-(A+B)™'- A... 3 puncte
Rezultd A- (A+B)™ -B=B-(A+B) ™' - A ... ... .. 1 punct

3. Determinati a > 0 stiind ca, pentru orice n € N*, partea intreaga a numarului
(n? —n) - ({/a—1) este egald cun — 1.
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Solutie.
Daca n = 1, proprietatea are loc pentru orice a > 0.
Presupunem ca a > 0 satisface conditia din enunt, pentru orice n € N*. Atunci

n—1<m?—n)(Ya—1)<n, VneN* ... ... 2 puncte
Va—1

saulg\/a1 < n Ve N 1 punct
=—a n_



Ya—1 , n

Rezulta 1 < lim T < Hm ——— 2 puncte
n—00 - n—oco N — 1
Obtinem Ina=1,deci a =e...... ... i 1 punct
1\" 1 "
Reciproc, din inegalitatea cunoscuta (1 + —) <e< <1 + —1) , Vn € N
n n—
rezultd [(n? —n) - (Ye—1)]=n—1, Vne N .............ooiiiii. 1 punct

. Fie I un interval gi functiile f : I — R, g: (0,00) = R cu proprietatile:

(1) im 2% _

x—0 2
2) |f(x) = fy)] <lglx —y)|, Ve,y e, z>y.

Deomnstrati ca:

(a) [f(z) = fly)l <n-

(b) Functia [ este constanta pe intervalul I.

g(u)‘ Ve,yel, x>y, Vn e N*.
n

Romeo Ilie

Solutie.
(a) Fiex,y € I, x >y, sin € N*.
Consideram punctele z, =y + k - - y, E=0,m . oo 1 punct
1F(@) = F)l =D (F@r) = F@em))] oo 2 puncte

k=1
1f(@) = fy)] < X2 1f () = fla-)| < X lglax — ap1)| = n|g (52)| .2 puncte

k=1 k=1

- g()
(b) Avem lim === =0......... ... 1 punct
n—00 =

Rezulta |f(x) — f(y)| <0, de unde f(z) = f(y). Cum x > y sunt alese arbitrar in
intervalul 7, deducem ca functia f este constanta ........................ 1 punct



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 17 februarie 2023
Solutii

Clasa a XII-a

1. Pentru k > 0, definim multimea de matrice

k T
Alx) = (V ¢> Lz e (—h k) }

\/k2—x2 \/k2—x2

M = {A(m) € My(R)

(a) Determinati valorile lui k € (0,00) pentru care (M, ) este grup abelian, unde
7.7 este inmultirea matricelor.

(b) Pentruk determinat anterior, aratali ca grupurile (M, -) si (R, +) sunt izomorfe.

Ioana Masca

Solutie.
k(z+y)
1 k2+zy
(Rt (k)
(a) A(x) - A(y) = \/ k((fi;fy) \/ (’“2”9) , x,y € (—k,k)....... 2 puncte
k2 4ay 1

ViGie)” ()
Constatam ca M este parte stabila a lui M3(R) daca si numai daca k = 1.
Pentru k = 1, avem: A(0) = I, A(x)A(y) = A(y)A(z),Va,y € (—1,1) si
A(—z) = A (z), V2 € (—1,1). Atunci (M, -) este grup abelian . ...2 puncte

(b) (M,-) ~ (G,%), unde G = (—1,1) si x xy = 1x—:_xyy’ Vz,y € (—1,1), prin
FM—=G fAZ) = 1 punct
(G,%) ~(R,+), pring: G — R, g(x) = %hl i R 1 punct

—x

Cum compunerea a doua functii bijective este o functie bijectiva, rezulta ca
go f: M — R este un izomorfism intre grupurile (M, ) si (R,+).... 1 punct



2. Fie f : R — R o functie strict crescatoare, cu f(0) = 0, iar I este un interval
deschis cu proprietatea ca 0 € I. Demonstrati ca f admite primitive pe I daca si
numai dacd f? admite primitive pe I.

Romeo Ilie
Solutie.
1) Daca f admite primitive pe I, atunci f, fiind strict monotona, este gi continua
pe I, deci f? este continua pe I, prin urmare are primitive pe I......... 3 puncte

2) Reciproc, si presupunem cd f? admite primitive pe I. Putem admite ci f este
strict crescatoare i I C (0,00) (celelalte situatii se rezolva cu un rationament
asemanator).

Din f strict crescatoare si f(0) = 0 gasim ca f(I) C (0,00), iar functia g : f(I) — R,
g(x) = 2? este strict crescitoare. Rezulta ci f? = go f este strict monoton pe I.
Cum f? are primitive pe I, deducem ca f? este continua pe I............ 2 puncte
Cum ¢ strict monotona, rezultd cd g se poate inversa si f2=gof — f=g 'o f?
este continua pe I. Rezulta ca f are primitive pe [.

3. Fie (G,-) un grup cu elementul neutru e.

(a) Demonstrati cd (wyx=1)?"23 = 2y?98z~1 Va,y € G,

(b) Demonstrati ca daca existd a,b € G astfel incat ababa = babab, atunci
a??3 = ¢, dacd si numai daca b*°* = e.

koksk

Solutie.

(a) Demonstratie prin inductie matematica.
Notdm P(n) : (xyz )" =ay "z, ne N ... 3 puncte
PQ1): xyz~! = ayz!
P(k)= P(k+1), Vk € N*.
Presupunem ca propozitia P(k) este adevarata. Atunci
(ryx~HE = (zya~ ) (aya™?!) = ayfztoya =t = a7l Va,y € G

(b) ababa = babab = (ab)*a = b(ab)? = (ab)a(ab)™ = (ab)~'b(ab)....... 1 punct
Rezultd (ab)a®"?3(ab)™' = (ab)~'0***3(ab), conform (a) .............. 1 punct
Daci a?" = e, rezultd (ab)~'0?"23(ab) = e, de unde, iInmultind la stanga cu
(ab) si la dreapta cu (ab)™!, gisim b?°% = e.

Analog, daca b*% =¢, atunci a®*® =e......... ... ... 2 puncte



xZn—l + xn—l

4. Pent N fie fn R —=R, fnlw) = oo
entru fiecare n fie [, () 220 4 41

(a) Determinati primitiva functiei f1 care se anuleaza in 0.

Vn+1
(b) Calculati lim n? / folz)dz
n—oo
v
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Solutie.
(a) 1
1 +3 1 d
/ x + dx:/ T+ 3 dx+—/ 1:1: -
224+x+1 2?24+x+1 2) (x+35)+3

V3 27 + 1

1
= —In(z®> +z+ 1) + —arct +C, CeR
e e, 2 puncte
/3
Primitiva F} functiei f; care se anuleaza in 0 se obtine pentru C = —W.
1 3 2 1 3
Fi(x) = §1n(x2 +x+1)+ garctg x\/—g - Wl\g—, reR...L 1 punct
Yn T Yt
(b) Notim I /f( / i i 1d €N,
otam I, = w(x)d —— dz, n
x2n + zn +
Vn Vn
Cu substitutia 2™ = t, obtinem
n+1 n+1
1 t+1 (n+1)— Fi(n)
I, =— TR fi(t) .
t° 4+t + 1 n
.................................................................. 2 puncte
Atunm dupa efectuarea calculelor, avem:
1 n2+3n+3\" nV3 V3
2 *
I,=-ln|——— t , ne N,
" 2n(n2+n+1) Ty e T "
..................................................................... 1 punct
Utilizand limite elementare, obtinem lim n?l, =1.................. 1 punct

n—o0
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