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Etapa locala, 11 februarie 2023

9 Olimpiada Nationala de Matematica
ClasaalX-a

BAREM ORIENTATIV de CORECTARE si NOTARE:

1\2 1)2
Xn+1 = (i) "Xn + (Tl+3) /: (Tl + 1)2=>

n n

Problema 1: solutie orientativa Punctaj
Fie triunghiurile A, B,C;, A,B,C, sipunctele AeA,A,, BeB1 B, si CeC,C, diferite de varfurile
: o n . AA; BBy _ CCy . o .
triunghiurilor, astfel incat : — = — = —=. Daca cercurile circumscrise
AA; BB, CC,
AABC,AA;B;C; si AA,B,C, sunt concentrice, sa se arate cad ortocentrele acestor triunghiuri
sunt pe o dreapta.
Cercurile circumscrise AABC,AA,B;C; si AA;B,C, sunt concentrice = > au acelasi centru O 1p
Fie H, Hy; H, ortocentrele AABC,AA,B,C; si AA;B,C, 2p
Din relatia Sylvester =>0H = OA + OB + OC
0H1 = 0141 + 0B1 + 0C1
0H2 = OAZ + OBZ + OCZ
Ads _ BB _CG S 0A =04+ 04 2
AA, BB, CC, k=>04 1+k 04, + k+1 0Az; b
0B = — 0B, +——0B,; 0C = —0C, + —0C
Tk 0 T k4 2 Tkl T k1 72

Adunand ultimele 3 relatii de mai sus, obtinem : 1p
—_— 1 — kK —
OH = EOHl +m0H2

Dar — + —— = 1 => H; Hy; H, sunt coliniare 1p

k+1  k+1 T P2
Problema 2: solutie orientativa Punctaj
o o . 1\2 1,2 1
Fie sirul (x;) =1 definitprinx; =1 si xp40q = (1 + Z) Kpt ot St
pentru orice n = 1. Determinati [%] ,unde [] reprezinta partea intreaga.
n+1\2 n2+2n+1 1

Xupa = (7)o P
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ner X 1 1p
(n+12 n2 nd
Notaman=fl—’21=>a1=%=1=>[al]=1 1p
 x x 1 1
Dmﬁ=n—’;+5=> an+1=an+F lp

1 1p

1
Pentrun=1=> a, =a1+F; Pentrun=2=> az = a, +f

1
Pentrun =3 => a4, = az Fgarees

1

Pentrun iavaloarea n-—1 =>a,=0a,1+———=
n n—1 (n_ 1)3

1 a - A .
Pentrun => a4 = ap + = .Adunand aceste relatii si reducand termenii asemenea,
1 1

aveman=a1+%+2l3+3ls+...+ >an=1+1—13+2i3+3i3+---+

(n-1)3 (n-1)3
K3=k? k>k+Dk=k?+k=> 1p
1 1 ket kK _1_ 1t 1 1_ 1
k3~ k(k+1)  k(k+1) k(k+1) k k+1 k3 — k  k+1
R R S 1p
In = T3 T3 33 n—1)3
P SN NI R
TS iTITI7T3 n—1 n_

= an£2+%—%=2,5—%<3 pentru n=2 =>[a,] =2

1, daca n=1

= Concluzie lan] = {2 daca n=?2

Problema 3: solutie orientativa Punctaj
a) Fie A={ x€Q / x = Z—%,n = 1,5}. Sa se determine cardinalul multimii A.
n = 1,5 => ne{l; 2; 3; 4; 5} 1p
n=1=>x=11_+1120;n=2=>x=3; n:3:>x=l 1p
2 8 8

1

n > x 37 5=>x T
A={0;3;2; 21} => cardA=4 1p

8’32’16

b) Sa presupunem ca avem un triunghi ABC si un punct Me[BC] cu proprietatea
ﬁ A_c2 < (AB+AC)?

. Sé se determine pozitia punctului M pe latura BC.
Mc ' MB ’
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Inegalitatea adevarata intotdeauna, conform inegalitatii Cauchy — Buniakowski — Schwartz 1p
AB?  AC? AB+AC)?
este —+—2= (ABTAC).
MC = MB BC

Deducem ca avem relatia ceruta, in cazul de egalitate din relatia CBS, anume: % = % 2p
B M S Meste piciorul bisectoarei din A 1p
AC _ MB

Problema 4: solutie orientativa Punctaj
a)Aritatica  11(x + y)? + (11x — y)? = 12(11x? + y?), pentru orice x, yeR 7p

b) Aratati ca pentru orice numar natural n > 1 existd numerele natural impare
Xn, Vn PENtru care 11x2 +y2 =4-3™
a) 11(x +y)?+ (11x — y)? = 11(x? + 2xy + y?) + 121x% — 22xy + y? = 3p

=132x2 + 12y% = 12(11x? + y?)

b) Pentrun = 2p + 1 (n impar), peN 2p
Ludm x, =y, = 3P =>11x2 + y? = 11x2 + x2 = 12x2 = 12(3?)% =

=4-3-3%P =4.32P+1 = 4.3"

Pentrun = 2p(n par),peN* 2p
ludmx, =3Pt ; y, =5-3P°1
2 2
116 +y7 =11-(3771) +(5-3"71) = 113272 42532772 = 32-2(11 4 25) =

=32072.36=14-32-3P2=4.3% =4.3"

Nota: Orice alta solutie corecta se puncteaza corespunzator.
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