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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala, 11 februarie 2023

Clasaa X —-a

BAREM ORIENTATIV de CORECTARE si NOTARE:

Problema 1: solutie orientativa Punctaj
a) Se considera functia f:[0,00) > R, f (x)="N'x +'¥x+2, care este strict crescitoare

S 1p
pe [0,00) , deci injectiva.
Din prima ecuatie a sistemului rezultd f (x)= f (y—2), deci x=y-2, ceea ce conduce .

p

la X’ +3x—4=0 cu solutiile x=1 care convine si X =—4 care nu convine.
Atunci Y =3 si solutia sistemului este (1,3). 1p
b) Din conditiile de existentd, x €(0,0).
Folosind egalitatea a"°%° =c'°*?* adevirata pentru orice a,b,c >0, b #1 , ecuatia se mai 2
poate scrie: 3" +x = 2+16log, x sau, echivalent, 5' +3' = 2+16t (1), daca notim
t=log, xeR.
Consideram functiile: f,g R—>R, f(t)=5'+3", VteR, g(t)=16t+2, VteR.
f este functie Strict convexa (suma de doua functii exponentiale, deci Strict convexe), iar g 1p
este functie de gradul intai, deci ecuatia (2) : f (t)=g(t) are cel mult doua solutii.
Se observa ca t=0 si t=2 sunt solutii ale ecuatiei (2) si, din afirmatia precedenta, singurele
solutii. 1p
Atunci x=1>0 si x=25>0 sunt toate solutiile ecuatiei date.

Problema 2: solutie orientativi Punctaj
a) (x+ y)3 =x>+ y‘°’+3xy(x+y):(a+b+c)3 =(a+b)3+C3+3(a+b)c(a+b+c): 1p
=a’+b’+3ab(a+b)+c’+3c(a+b)(a+b+c)=a’+b’+c’+3(a+b)(ab+ac+bc+c?)= 1p
=a’+b’+c’+3(a+b)(b+c)(c+a) 1p
b)

52X +3x% + x4+ 2+ -x2 +x—1=§/€<:>(\3/5—2x+§/x2+x+2+3/—x2+x—1)3 =(§/§)3 1p
<:>(5—2x)+(x2 +x+2)+(—x2 +x—1)+

+3(\3/5—2x +3/x? +x+2)(\3/5—2x+§/—x2 +x—1)(§/x2+x+2+3/—x2+x—1):6<:>

2p
(ﬂﬂ/x + X+ )( 5- 2x+\/—x +X— 1)(\/x +x+2+\/—x +X— 1) 0
{ 1 —1i\/1_7}
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Problema 3: solutie orientativa Punctaj
a)

i) Fie A(a),B(b),C(c),D(d),M(m),H,(h),H,(h,),H;(hy),H,(h,),E(e),F(f).
H, (h,) este ortocentrul AMAB = h, =m+a-+b, conform teoremei lui Sylvester. 2p
Analog celelalte: h, =m+b+c,h,=m+c+d,h, =m-+d +a. Astfel se verifici
h +h,=h,+h,, adicd H,H,H,H, paralelogram.
" . . a+b . . c+d .
i) E(e) este mijlocul lui AB =e=—r. F(f) este mijlocul luiCD = f = si .
p

atunci H,H, =|h, —h,|=2]e— f|=2EF .
b) ‘x3+y3+23—3xyz‘:‘(x+ y+ z)(x2+y2+22—xy—yz—zx)‘:
=[x+ y+z|-‘x2+y2+zz—xy—yz—zx‘:%|x+ y+z|-‘(x—y)2+(y—z)2+(z—x)2‘£

1 1p
S§|x+y+z|-(‘(x—y)2‘+‘(y—z)2‘+‘(z—x)2‘)g
£%|x+ y+z|-(x>_(—x§/—y)_<+ yy+ yy—yf—z§+zi+zg—z§—x2+x§) (1).
Din ipotezd, XX+ Yy +YYy+2z+2z+xx =2, deci (1) devine

1 - = - = - =

3 3 3 —
‘x +vi+z —3xyz‘s5|x+ y+z|-‘2—x(y+z)—y(z+x)—z(x+ y)‘_

e - e 2
:%|x+y+z|-‘2—x(x+y+z)+xx—y(x+y+z)+ yy—z(x+y+z)+zz‘= P
:%|x+y+z|-‘3—(>_(+§/+2)(x+y+z)‘:%|x+y+z|-‘3—|x+y+z|2‘.

Notand r =[x+ y+2| , se observi ca %(3— r2) <1 (r-1)°(r+2)>0, care este

1p
adevirata pentru orice r >0 . De aici se deduce ca |x° +y* +2° - 3xyz‘ <1.
Problema 4: solutie orientativa Punctaj
Pentru x=0 obtinem f (f(y))=(1+y)f(0)+1, VyeR (). 1p
Cazul 1:
Daca f(0)=0= f(f(y))=1VvyeR, dar pentru y=0 obtinem 0=1 - fals, deci cazul 1 | 1p
nu convine.
Cazul 2:
Dacd f(0)#0, consideram functia g:R >R ,g(y)=yf (0)+ f(0)+1, VyeR si cum g
este functie de gradul I, g este bijectiva. 1p
Pe de alta parte, f o f =g. Injectivitatea lui g stabileste injectivitatea lui f (din dreapta
compunerii) si surjectivitatea lui g stabileste surjectivitatea lui f (din stinga compunerii).
Astfel f este functie bijectiva.
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Pentru y =1, relatia din enunt devine: f (x+ f (-1-x))=1, VxeR (2)

Pentru y =1, relatia (1) devine: f ( f (1)) =1si folosind (2) se obtine:
f(x+f(—1—x)):f(f(—1)), din care, folosind injectivitatea lui f, se deduce ca
X+ f(~1-x)=  (-1), VxR P
Inlocuim x cu -1-x si obtinem f(x)=x+1+f(-1), ¥YxeR. De aici, pentru x=0,
obtinem f (0)=1+ f(-1) (3), deci f(x)=x+f(0), VxeR.

Din relatia din ipoteza, pentru x=-1si y=0, se obtine f(—1+ f(0))=f(-1)+1si,

utilizand relatia (3), impreuna cu f (f(-1))=1, deducem ci f(-1)=0, ceea ce duce la| 1p
f(0)=1sila f(x)=x+1, VxeR- functia cautata.

Verificarea enuntului si unicitatea solutiei. 1p

Nota: Orice alta solutie corecta se puncteaza corespunzator.
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