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CLASAaV -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notai: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

1. Restul obtinut prin Tmpartirea numarului natural x la 30 este 8, iar restul obtinut prin impartirea

numarului natural y la 35 este 34. Aflati restul impartirii numarului 3-x + 2 -y la 10.

Solutie:
Conform teoremei impartirii cu rest avem c;, ¢, numere natural pentru care x =30-c¢; + 8, (1)
siy = 35-c, + 34, (2). Inmultind egalitatea (1) cu 3 si egalitatea (2) cu 2 obtinem
3:x=90"-c; + 24,
2:y=70-c, + 68.
Adunand membru cu membru cele doud egalitati obtinute avem
3:x+2y=90"¢c;+70:¢c;+92=90"¢; +70-¢c; +90+2=10-(9-¢c; +7 ¢, +9) + 2.

Cum 2 < 10 deducem ca restul impartirii numarului 3-x + 2 -y la 10 este 2.

Detalii de rezolvare Barem
asociat
DedUCE 3 - = 90 " €1 F 24 oot enes 2p
DedUCE 2y = 70 o4 68 .o s 2p
Adunand membru cu membru cele doua egalitati obtine 5
3-x+2-y=10-(9-c,+7-¢c, +9) +2 P
Argumenteaza ca FeSTUL BSTE 2 ......c.oiiiiiiii e 1p
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2. a) Determinati x din egalitatea:
x + [1° + (5%)1°:125 + (5%)° — (5°)3 — 125°%] - 2001 =1+ 2 + 3 + --- + 2001.
b) Festivalul international George Enescu a fost initiat in anul abcd. Stiind ca abcd are cifra

unitafilor egald cu 8, iar daca stergem aceastd cifrd numarul se micsoreazd cu 11011100011 ), aflati

anul initierii acestui festival.

Solutie:
a) x+ [1°+530:53 + 518 — 527 — (53)6].2001 = 2001 - (2001 + 1): 2
x+ (1 +5%7 + 518 — 527 —518).2001 = 2001 - 2002: 2
x+1-2001 =2001-1001
x =2001-1001 — 2001
x =2001- (1001 —-1)
x = 2001000
b) 110111000115y =1-204+1-2°+0-28 +1-27+1-2641-2°4+0-2*+0-22+0-2%+
+1-2+1=1024+5124+0+128+64+32+0+0+0+2+1=1763
Avemd = 8 si abc8 — abc = 1763 < 10 - abc + 8 — abc = 1763 < 9 - abc = 1755.
Impartind ultima egalitate la 9 obtinem abc = 195.

Deducem abcd = 1958, deci festivalul international George Enescu a fost initiat in anul 1958.

Detalii de rezolvare Ssa;)rceig

a) Deduce x + (1 + 527 + 518 — 527 — 518).2001 = 2001 - 2002 : 2 ..rvveorrvrer..... 1p
X = 2001 - 1001 = Z00T oo 1p
Determind X = 2001000 ......ooeiiiiieiiiieiiie e 1p
b) Deduce 11011100011 5) = 1763 ...ccooviviiiiiiiiiieicieee e, 1p
abc8 — abc = 1763 < 10 - abc + 8 — abc = 1763 < 9 - abc = 1755 ..ccccecuveennene. 2p
Deduce abcd = 1958 si precizeazi ca festivalul international George Enescu a fost

itiat I anul 1958 ....ooiiiiiii 1p
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3. Determinati ultima cifra a numarului

glai+az)(az+az)(ag+as)...(azor0+as) _ q

unde aq, a,, as, ..., a,p19 SUNt NUMere naturale nenule.

Solutie:
Presupunem ca produsul (a; +ay) - (a, +a3)-(az +ay) - ...- (ay010 + @;) este un numar
natural impar. Rezulta ca fiecare factor al produsului este un numar natural impar, de unde avem
a, + a, = impar
a, + az = impar
az + a4, = impar
Q019 + a4 = impar
Tnsumand membru cu membru egalititile obtinem o suma de 2019 termeni impari care este un numar
natural impar. Deci 2 - (a; + a, + a3+ ... +ay019) = impar, ceea ce este 0 contradictie.
Presupunerea facuta este falsa, deci produsul (a, + a,) - (a, + a3) - (as + ay) - ...~ (ay919 + a,) este
un numar natural nenul par.

Avem u(4(a1+a2)-(a2+a3)-(a3+a4)-...-(a2019+a1) _ 1) — u(6 _ 1) =5,

Detalii de rezolvare Barem
asoclat
PFeSUpune ca prOdusul (a1 + az) - (az + a3) ) (a3 + a4) PP (a2019 + al) este un
numar natural impar si deduce ca sumele a; + a,, a, + as, ..., ay919 + a4 SUNt numMere
NALUIAIE TMPAIE ... et et e et et ae e nnees 2p
Argumenteaza ca 2-(a; + a, + az+...+ay019) = impar, contradictie ................. 2p
Deduce ca (a; +a,) (a, +az) - (az+a,) - ...- (ay919 + a;) este un numir natural
MENMUL P ..ttt et b et b et r e e r e ns 1p
Obtine u(4(a1+a2)'(a2+a3)'(a3+a4)""'(a2°19+a1) - 1) = D 2p
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4. Determinati numerele abcd care verifica simultan conditiile:
a) ab si cd sunt numere pare consecutive;

b) (ab+ cd)-10=ab-(cd —1).

Solutie:

Cum ab si cd sunt numere pare consecutive avem ab > cd si ab—2 = cd sauab < cd si ab +
2=cd.
Cazul1: ab>cd si ab—2=cd
Inlocuind in conditia de la b) deducem egalitatea (% + ab — 2) 10 = ab - (% -2 1).
Folosind distributivitatea inmultirii fatd de adunare si scadere ultima egalitate devine:

20-ab—20=ab?—2-ab—ab & 23-ab—ab? =20 < ab- (23 —ab) = 20.

Cumab > 10si 20 =10-2 sau 20 = 20-1 deducemci ab = 10 sau ab = 20.

e pentru ab = 10avem ab- (23 —ab) =10-(23 —10) = 10-13 = 130 # 20

o pentru ab =20 avem ab- (23 —ab) =20- (23 —20) =203 = 60 # 20
Deducem ca ultima egalitate este imposibila.
Cazul2: ab<cd si ab+2=cd
Inlocuind in conditia de la b) deducem

(ab+ ab+2)-10=ab-(ab+2-1)<2-(ab+ 1)-10 =ab- (ab + 1)
©20-(ab+ 1) =ab-(ab+1).

De unde avem ab = 20 si cd = 22, deci abcd = 2022.

In concluzie, singurul numar abcd care verifici simultan conditiile date este 2022.

Detalii de rezolvare aBs%rceiiaTl

Identifica cele doud cazuri: ab >cd si ab—2=cd sau ab<cd si ab+2=cd ....... 1p
Cazul1: ab>cd si ab—2=cd

deduce 20 ab — 20 = aD? — 2D — @D coovceeeveeeeeceeeeeeeee e, 1p
dedUCe @b+ (23 = @D) = 20 oo 1p
argumenteaza ca ultima egalitate este imposibila ...........ccoccoviiiiiiiiiiice 1p
Cazul2: ab<cd si ab+2=cd

deduce 20 (ab + 1) = ab - (@D 4 1) coooerveireiirieceiieceeereeeeeee s 1p
AEUUCE @D = 20 §i CA = 22 oottt 1p
OBENE ADCA = 2022 oooeeeiiieiieiieee ettt 1p
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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

1. Barbu si colegii de la cercul de matematica aranjeaza cartile din cabinetul de
matematica. El observa ca, daca le aranjeaza cate 6 sau cate 7 sau cate 8 sau cate 9 pe
fiecare raft, de fiecare data, raméan nearanjate, acelasi numar de carti. Aflati numarul

total al cartilor stiind ca acesta are trei cifre si este divizibil cu 11.

Solutie:

Notam cu n numadrul cartilor. Folosind Teorema impadrtirii cu rest obtinem:
n=6-c,+r=7-c,+r=8-c;+r=9-c,+r,cu 0<r<5.

Rezulti in continuare ci (n—r):[6,7,8,9]=504 . Cum n are 3 cifre, rezulti ci

n {504, 505, 506, 507, 508, 509}, dar n:11, obtinem deci n =506 .

Detalii de rezolvare Barem
asociat
Noteaza n —numarul cartilor
3
N=6-C,+r=7-C,+r=8-C,+r=9-c,+r, 0<r<5 ... P
Obtine (N—1):[6,7,8,9]=504 .....cevoererrreereeerereceieeesseeeeeeees e 2p
n=504-k+r,keN, n:llsiare3cifre =r=2=n=506 ... 2p
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2. Aflati numerele prime a, b, ¢ si d pentru care 23a® + 22b* +32¢ + 20d = 2023 .

Solutie:

Cum 22b?, 32c, 20d sunt numere pare, iar 2023 este impar, obtinem 23a®impar, deci a
este impar. Pentru a >5 relatia nu este verificata, iar cum a este prim, rezulta a = 3.
Din 11b* +16¢ +10d = 701, folosind din nou paritatea, deducem b impar.

Pentru b >11 relatia nu este verificata, iar cum b este prim, rezulta b € {3, 5,7} .
Singurele solutiisunt b=7,c=2,d=13 si b=7,c=7,d =5.

Obtinem deci, a=3,b=7,c=2,d=13 si a=3,b=7,c=7,d=5.

Detalii de rezolvare Bargm

asociat
DEAUCE @ IMPAT ...eeeiieie ettt et e e e nre e s ne e e 1p
a>5 nu verificd, cum a - prim, rezultd a8 =3 ......ccccociiiriiinii e 2p
Obtine 11b% +16¢ +10d = 701, deduce b iMmpar ..........c.cccceveereeeveerresrreesrenenn, 1p
b >11 nu verifica, cum b prim, obtine b€ {3,5, 7} ...coeoiiiiiii 1p

Obtine solutiile a=3,b=7,c=2,d =13

T T T B 2p
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3. Fie punctul B situat in interiorul unghiului AOC. Daca semidreptele OD, OE si OP sunt
bisectoarele unghiurilor AOB, AOC, respectiv BOC, aratati ca:
a) Masura unghiului BOC este dublul masurii unghiului EOD.
b) Masura unghiului POE este jumatate din masura unghiului AOB.

¢) Unghiurile POE si COD au aceeasi bisectoare.

Solutie:

@) A

a) Cum [OD, [OP sunt bisectoarele unghiurilor xAOB, respectiv <BOC, avem
m(XA0D) = m(xDOB) = a si m(XBOP) = m(¥XPOC) = b. Rezulta
m(XAOC) = 2a + 2b, m(XBOC) = 2b, m(XAOB) = 2a
Din [OE bisectoarea «AOC, obtinem ca m(XAOE) =a + b.
m(XEOD) = m(XAOE) — m(XAOD) =a+ b —a=b.Rezulta m(xBOC) = 2m(XEOD).
b) Din m(xAOE)= m(XEOC) = a + b, obtinem
m(XPOE) = m(XEOC) —m(xPOC)=a+b—b =a,deci 2m(XPOE) = m(XAOB).

c) Fie [OM bisectoarea unghiului xPOE = m(xPOM) = m(XMOE) = %.
m(£COM) = m(XCOP)+ m(<POM) = b + m(<POM) = b +% .

m(&MOD) = m(<POD) — m(<POM) = a + b — m(<POM) = a + b —% =b+ % .

Obtinem deci ca [OM este si bisectoarea unghiului <COD.
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Detalii de rezolvare Bare_m
asociat
a) m(xA0D) = m(xDOB) = a si m(xBOP) = m(xPOC) =b
m(XAO0C) = 2a + 2b, m(XBOC) = 2b, m(XAOB) = 2@ ...ccccovvrvveinannnns .
p
M(XEOD) = m(XAOE) —m(XAOD)=a+b—a=b .ocvvvrverieenn. 1p
M(LBOC) = 2M(LEOD) oot 1p
b) m(XxAOE)=m(XEOC)=a+b
M(XPOE) = m(XEOC) —m(XPOC)=a+b—b =0 .ccecencvnrrrcercrennne. 1p
2M(XPOE) = M(KAOB)...oceiiiiiiiieeeee e 1p
c) [OM bisectoarea unghiului <POE = m(XxPOM) = m(XMOE) = %
m(£COM) = m(£COP)+ m(<POM) = b + m(<POM) = b +% ............... 1p
m(£MOD) = m(2POD) — m(<POM) = a + b — m(<POM) = a + b — %
1p

Obtine [OM este si bisectoarea unghiului <COD................ccoevvviiiinnnnnn.
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4. Se dau punctele A, B, C si D, coliniare, in aceasta ordine.
Stiind ca BC = 3-AB, CD = 2-BC, punctele M si N sunt mijloacele lui AC, respectiv AD, iar
MN = 15 cm, aflati lungimile segmentelor AB, BC, CD.

Solutie:

Vom nota AB = x. Obtinem BC = 3x, CD = 2:3x = 6X.

Deoarece AC = AB+BC = 4x, M fiind mijlocul lui AC, rezulta AM = AC:2 = 2x.
AD = AB+BC+CD = 10x, N fiind mijlocul lui AD, rezulta AN = AD:2 = 5x.
MN = AN-AM = 5x-2x = 3x, dar cum MN =15 cm, rezulta x = 5cm.

Obtinem deci, AB = 5¢cm, BC = 15cm, CD = 30cm.

Detalii de rezolvare Bare_m
asociat

Noteaza AB = X, rezultd BC = 3X, CD = 2:3X = BX ..vvveviieeiie e 2p
M - mijlocul lui AC, rezulta AM = AC:2 = 2x
N - mijlocul 1ui AD, rezultd AN = AD:2 = 5X coovovoverereoeeeeeeeeeeeeeoesssssssessesnn 2p
MN = AN-AM = 5x-2x = 3x
MN =15 CM, FeZUIE X = 5CM .vvvvvveeeeeeeeeseeeeeeesessese e seceeeeeeesesseneeseeeseseesessesse 2p
Obtine AB = 5cm, BC = 15cm, CD = 30CM .....ccooviiiiiiiiiiccc, 1p
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CLASA a VIl -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

1. a) Determinati numarul elementelor multimii M = {x € Z/|x3| < 2023}.

b) Demonstrati cd v111...1 € R\Q.

15 cifre

Solutie:

a) Din|x3| < 2023 => —2023 < x3 < 2023.Cum 13% = 2197 => 123 < x3 < 123,

x€Z=>x€e{-12,-11,...,—-1,0,1,...,12}. Atunci card M = 25.
b) Suma cifrelor numarului 111...1este 15 => 111...1 : 3,dar 111...1 {32
15 cifre 15 cifre 15 cifre
=> 111...1 nu este patrat perfect => v111...1 € R\Q.
N—— S————_—
15 cifre 15 cifre

Detalii de rezolvare Bare_m
asociat
a)|x3| < 2023,x € Z,13% = 2197 1p
xe{—12,—11,...,—1,0,1,...,12} 1p
cardM =25 1p
b) suma cifrelor numarului 111...1 este 15
15 cifre 1p
111..1: 3, dar 111...1 7 3°=>111...1nu este patrat perfect
S s e 2p
15 cifre 15 cifre 15 cifre
V111...1 € R\Q 1
15 cifre p
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2. In triunghiul ascutitunghic ABC, <4 = 60°, se considera BD L AC,D € AC, respectiv
CE L AB,E € AB si M mijlocul laturii BC. Demonstrati ca triunghiul DEM este
echilateral.

Solutie:

EM, DM mediane din varful unghiului drept => EM :B7C =DM.

Fie BD n CE = {O}.

Daca P, Q sunt mijloacele segmentelor [OB], [OC], atunci AOEP, AODQ sunt echilaterale
=> AEOD = APOQ (L.U.L)

=> ED = PQ.

Dar PQ linie mijlocie in AOBC
BC
=>PQ=—=ED
2
BC

=>EM =ED =DM = —

=> ADEM este echilateral.

Detalii de rezolvare Bargm
asociat
. . S BC 2p
EM, DM mediane din varful unghiului drept, EM = 7 =DM
BD NCE ={O}, P,Qmijloace [OB],[OC], AOEP, AODQ echilaterale 2p
AEOD = APOQ (L.U.L) => ED = PQ 1p
e BC
PQ linie mijlocie AOBC => PQ:7:ED 1p
BC .
EM=ED=DM= 53 => ADEM echilateral 1p
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3. Fie G centrul de greutate al triunghiului oarecare ABC, E simetricul punctului G fata

de dreapta BC, F mijlocul segmentului AE, {H} = GE nBC i D mijlocul laturii BC.

a) Aratati ca G, D, H, F sunt varfurile unui paralelogram.
b) Calculati aria triunghiului FGE in functie de X, unde x este aria paralelogramului de

la punctul a).

Solutie:

GA
a) FH linie mijlocie in AAEG => FH || GAsi FH = -5

GA
G centru de greutate al AABC => GD = -

FH || GD si FH = GD => GDHF paralelogram.

b) AGFH = AHGD (L.L.L.)

Agpur X
=> Agup = Anrg = — T

Dar in AFGE: FH mediand => Aggg = 2 - Agpg = X

Detalii de rezolvare Barem
asoclat
GA
a) FH linie mijlocie in AAEG => FH || GA,FH = - 2p
GA
G centru de greutate al AABC => GD = - 1p
FH || GD si FH = GD => GDHF paralelogram 1p
— _ _ _ AgpHuF X
AFGE: FH mediana => AFGE =2 AHFG =X 2p
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4. Determinati numerele rationale pozitive X 1Y, stiind ca media lor aritmetica este

. . e 7
m, = 4/x% — 16y2, iar media lor armonica este m;, = -

>

Solutie:

X+
2y=\/x2—16y2<:)x+y=2\/x2—16y2«:)x2+2xy+y2=4x2—64y2(:)

& 65y% +2xy —3x2 =0

& 65y% — 13xy + 15xy — 3x%2 =0

< 13y(5y —x) +3x(5y —x) =0

<= Gy—x)(13y+3x)=0

darx,y >0=>13y+3x#0=>5y—x=0=>x = 5y.

2xy 7 . .
Cum —— = =, inlocuind x = 5y, obtinem
x+y 9
2-5y- 7 10y% 7 7
S5y+y 9 6y 9 15 3
Detalii de rezolvare Bare_m
asociat
X +Y = 24/x? —16y? I
X% +2xy +y? = 4x* — 64y’
65y° +2xy —3x° =0
65y* —13xy +15xy —3x* =0 5
13y(5y —x) +3x(5y —x) =0 P
(5y —x)(13y +3x) =0.
X, ¥y>0=>13y+3Xx#0=>5y-x=0=>x=5y 1p
2xy 7
X+y 9 1p
0y 7 5,7 T
6y 9 3° 9 15 1p
77
X=5—=—
15 3 1p
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA —
11.02.2023

CLASA a VIl -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

1. a) Se considera expresia E (X) = (X2 —-5X+ 3) . (X2 —-5X+ 9) +9. Aratati ca expresia

E(x) este patrat perfect.

b)  Se considerd expresia A(X,y)=~/X* —6X +13+\/y2 -6y +10, unde x si y sunt

numere reale. Determinati valoarea minima a expresiei A(X, Y).
Solutie:

a) Senoteazd X’ —5X+3=t=>x*-5x+9=x"-5x+3+6=t+6

Expresia E(x) devine t(t+6)+9=t>+6t+9=(t+3)° = (x2 —5x+6)2- pitrat perfect

b) AKX Y) =X —6x+13+\/y2 —6y+10 =

= X2 —6X+9+4+,y? —6y+9+1

:\/(x—s)z+4+\/(y—3)2+12\/0+74+mZ2+1:3

Valoarea minima a expresiei A(X, y) este 3.

Detalii de rezolvare Bare_m

asociat
a) Scrierea lui x> —5x+9=t+6,unde t=x*—-5x+3 1p
Scrierea lui E(x) ca E(t) =t>+6t+9 1p
Scrierea lui E(x) = (x* —5x + 6)” - patrat perfect 1p
b) Scrierea lui A(X,Yy)=X*—6x+9+4 +\/y2 —6y+9+1 1p
AX, Y) =/ (X=3)* +4+4/(y=3)? +1 =0 +4+0+1=2+1=3 20
Valoarea minima a lui A(X, y) este 3 1p
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2. Fie ABCA’B’C’ o prisma triunghiulara si punctele M, N, P intersectia diagonalelor
fetelor laterale ABB’A’, BCC’B’, respectiv ACC’A’". Se cere:
a) Demonstrati ca planele (MNP) si (ABC) sunt paralele si calculati raportul ariilor
triunghiurilor MNP si ABC.
b) Calculati raportul dintre aria sectiunii determinata de planul (MNP) in prisma data

si aria triunghiului ABC.

Solutie:

(MP) este linie mijlocie n triunghiul A’BC, rezulta
MP 1

MP I BC, 50 = E} = MP || (ABC) (1)

BC c (ABC)

(MN) este linie mijlocie n triunghiul BA’C’, rezulta

1

1 L} @:—
MN || A'C' | AC,— 2} = MN |l (ABC) (2)

AC © (ABC)
Din (1), (2) , MN,MP < (MNP) si MN " MP ={M } rezultd ci planele (MNP) si (ABC)

sunt paralele.

(NP) este linie mijlocie n triunghiul C’AB, rezulta ca : w:E:E:E, de unde
AC AB BC 2

. o . g 1
rezulta ca triunghiurile ABC si MNP sunt asemenea cu raportul de asemanare 3

< = . 1
Rezulta ca raportul ariilor lor este — .

b) (MNP) || (ABC),(MNP) n (BCC") = EF,E € (BB"),F € (CC") = EF || BC
N € (MNP)N(BCC')= N € EF, deci E si F sunt mijlocele muchiilor (BB”), respectiv
(CC).

Analog (MNP) n (ABB") = DE,D € (AA") = DE || AB,M € (DE), deci D este
mijlocul Iui (AA’). Prin urmare (MNP) = (DEF).

Rezultd ca sectiunea determinata de planul (MNP) in prisma ABCA’B’C’ este suprafata
triunghiulard DEF. Triunghiurile DEF si ABC fiind congruente, rezulta ca raportul ariilor

lor este 1.
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Detalii de rezolvare Barem
asociat
a) Arata paralelismul intre doua drepte concurente din planul (MNP) cu planul
(ABC), folosind proprietatea liniei mijlocii si trage concluzia ca planele sunt 2p
paralele
Folosind proprietatea liniei mijlocii arata ca rapoartele laturilor triunghiului MNP
1p
si laturilor triunghiului ABC sunt egale cu %
Triunghiurile MNP si ABC sunt asemenea cu raportul de asemanare %, rezulta
Ip
< .. 1
ca raportul ariilor lor este —.
b) Folosind paralelismul planclor (MNP) si (ABC), determina
D e(AA"), E€(BB"), F €(CC") astfel incat DE || AB, EF || BC, deci 1p
(MNP) = (DEF).
Sectiunea determinatd de planul (MNP) in prisma ABCA’B’C’ este suprafata
1p

triunghiulara DEF.

Triunghiurile DEF si ABC fiind congruente, rezulta ca raportul ariilor lor este 1.

1p
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3. Se considera tetraedrul ABCD in care AB L CD . Fie M mijlocul muchiei (BC) si N

mijlocul muchiei (BD). Pe semidreapta (DM se alege punctul E, astfel incat

DE =2-DM , iar pe semidreapta (CN se alege punctul F astfel incat CF =2-CN .

a) Demonstrati ca punctele F, B si E sunt coliniare.

b) Demonstrati ca triunghiul AEF este isoscel.

Solutie:

a) Fie N mijlocul lui (DB) si cum CF =2 CN, rezulta ca N este si mijlocul lui (CF), deci

patrulaterul CDFB este paralelogram, de unde rezulta ca BF || CD (1)

Analog se demonstreaza ca patrulaterul CDBE este paralelogram, de unde rezultd ca BE || CD

)

Din Axioma paralelelor si relatiile (1) si (2) rezultd ca dreptele BE si BF coincid, deci

punctele F, B si E sunt coliniare.

b) Din CDFB si CDBE — paralelograme, rezulta ca BF = CD = BE, adica B este mijlocul

lui EF.
Cum AB L CD, din ipoteza si EF || CD, rezulta AB L EF .

Deci in triunghiul AEF, (AB) este mediana si Tnaltime, rezulta ca triunghiul AEF este

isoscel.

triunghiul AEF este isoscel

Detalii de rezolvare Barem

asoclat
a) Arata ca CDFB este paralelogram, de unde rezulta BF || CD 1p
Arata ca CDBE este paralelogram, de unde rezulta BE || CD 1p
Folosind Axioma paralelor argumenteaza cd F, B, E sunt coliniare 1p
b) Arata ca B este mijlocul lui (EF) 1p
Arata ca AB L EF 2p

Argumenteaza, folosind reciprocele proprietatilor triunghiului isoscel, ca

1p
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4. Rezolvati In multimea numerelor reale ecuatia:

4x% +3x+14 N 3x% +3x+12
X242 X242

} =6, unde [x] reprezinta partea intreaga a lui x, iar

{x} partea fractionara a lui X.

Solutie:
4x2+8+3x+6| [3x2+6+3x+6

> + > =6
i X" +2 X" +2

B 2 2
4(x +2)+3x+6 N 3(x +2)+3x+6

X2 +2 X2 +2
{4+3)2(+6}+{3+3)2(+6}:6

X“+2 X +2
4+{3>2<+6}+{3>2<+6}:6:>3>2<+6:2

X°+2 X +2 X +2

3X+6=2(x*+2) = 2x* -3x-2=0<2x* —4Xx+Xx—2=0
(x—2)(2x+1)=0

. . . 1
Solutiile ecuatiei sunt: X, =2 si X, = -5
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Detalii de rezolvare Barem
asoclat
[ 1y2 2
Scrie ecuatia sub forma: ax +§+3X+ 6 + 3 +§+3X+ 6 =6 1p
X" +2 X" +2
' _ [ 4(x*+2)+3x+6 | [3(x*+2)+3x+6
Scrie ecuatia sub forma: 5 5 =6 1p
X +2 X +2
Scrie ecuatia sub forma: | 4+ 3)2( +6 +43+ 3)2( 6 =6 1p
| X°+2 X“+2
Aplica proprietatile studiate la partea intreagd si partea fractionara si aduce ecuatia
la formele: 4+ 3)2(+6 + 3)2(+6 :6:>3)2(+6=2 2p
X" 42 X" +2 X" +2
Scrie ecuatia de gradul al doilea 2x* —3x —2 = 0 si descompunerea in factori
(x=2)(2x+1)=0 1p
. . . : 1
Determina solutiile ecuatiei: X, =2 si X, = ~3 1p




