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Olimpiada Naţională de Matematică 

Județul ALBA - etapa locală -11 februarie, 2023 

 SOLUȚII ȘI BAREME ORIENTATIVE - CLASA a X-a  

 

Problema 1.  

Se consideră numerele reale 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ (1, ∞). Să se arate că: 

log𝑎𝑏3𝑐2(𝑎𝑏) + log𝑏𝑐3𝑎2(𝑏𝑐) + log𝑐𝑎3𝑏2(𝑐𝑎) ≥ 1. 

Soluţie şi barem: 

    • log𝑎𝑏3𝑐2(𝑎𝑏) =
lg 𝑎+lg 𝑏

lg 𝑎+3 lg 𝑏+2 lg 𝑐
=

lg 𝑎+lg 𝑏

lg 𝑎+lg 𝑏+2(lg 𝑏+lg 𝑐)
 ..................................................... 2p 

    • Notăm lg 𝑎 + lg 𝑏 = 𝑥, lg 𝑏 + lg 𝑐 = 𝑦, lg 𝑐 + lg 𝑎 = 𝑧; 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0................................ 1p 

    • 𝐸 =
𝑥

𝑥+2𝑦
+

𝑦

𝑦+2𝑧
+

𝑧

𝑧+2𝑥
 ...................................................................................................1p 

    • 𝐸 =
𝑥2

𝑥2+2𝑥𝑦
+

𝑦2

𝑦2+2𝑦𝑧
+

𝑧2

𝑧2+2𝑧𝑥
 și utilizând inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz, 

      rezultă 𝐸 ≥
(𝑥+𝑦+𝑧)2

𝑥2+𝑦2+𝑧2+2𝑥𝑦+2𝑦𝑧+2𝑧𝑥
 ...................................................................................2p 

    • 𝐸 ≥
(𝑥+𝑦+𝑧)2

(𝑥+𝑦+𝑧)2 ⟹ 𝐸 ≥ 1 ...................................................................................................1p 

Problema 2.  

a) Fie 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℂ cu |𝑎| = |𝑏| = |𝑐| = 𝑅 > 0. Să se arate că: 

|−2𝑎 + 𝑏 + 𝑐| + |𝑎 − 2𝑏 + 𝑐| + |𝑎 + 𝑏 − 2𝑐| ≤ 9𝑅, 

cu egalitate dacă şi numai dacă 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0. 

b) În triunghiul 𝐴𝐵𝐶 înscris în cercul 𝒞(𝑂, 𝑅), punctele 𝑀, 𝑁, 𝑃 sunt mijloacele laturilor 

𝐵𝐶, 𝐴𝐶, respectiv 𝐴𝐵. Dacă 𝐴𝑀 + 𝐵𝑁 + 𝐶𝑃 =
9𝑅

2
, să se arate că triunghiul 𝐴𝐵𝐶 este echilateral. 

Soluţie şi barem: 

a) • Notăm 𝑧 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 şi inegalitatea devine:  

      |𝑧 − 3𝑎| + |𝑧 − 3𝑏| + |𝑧 − 3𝑐| ≤ 9𝑅................................................................................1p 

    • Utilizând inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz, obţinem: 

      (|𝑧 − 3𝑎| + |𝑧 − 3𝑏| + |𝑧 − 3𝑐|)2 ≤ 3(|𝑧 − 3𝑎|2 + |𝑧 − 3𝑏|2 + |𝑧 − 3𝑐|2) și prin  

      calcul obținem (|𝑧 − 3𝑎| + |𝑧 − 3𝑏| + |𝑧 − 3𝑐|)2 ≤ 3(3|𝑧|2 − 3𝑧𝑧 − 3𝑧𝑧 + 27𝑅2) ....2p 

    • Rezultă (|𝑧 − 3𝑎| + |𝑧 − 3𝑏| + |𝑧 − 3𝑐|)2 ≤ 81𝑅2 − 9|𝑧|2 ≤ 81𝑅2 și de aici,  

      |𝑧 − 3𝑎| + |𝑧 − 3𝑏| + |𝑧 − 3𝑐| ≤ 9𝑅, cu egalitate ⇔ |𝑧| = 0 ⇔ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0.......... 1p 

b) • Considerăm reperul cu originea în centrul cercului circumscris triunghiului 𝐴𝐵𝐶 şi 

       𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℂ afixele vârfurilor 𝐴, 𝐵, 𝐶. Avem |𝑎| = |𝑏| = |𝑐| = 𝑅.....................................1p  

    • Egalitatea din ipoteză devine: |−2𝑎 + 𝑏 + 𝑐| + |𝑎 − 2𝑏 + 𝑐| + |𝑎 + 𝑏 − 2𝑐| = 9𝑅......1p 

    • Din punctul a) avem egalitate ⟺ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0, adică ortocentrul triunghiului 𝐴𝐵𝐶 

       coincide cu centrul cercului circumscris, deci triunghiul 𝐴𝐵𝐶 este echilateral ...............1p 
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Problema 3. 

Fie 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℂ∗, cu |𝑎| = |𝑏| = |𝑐|. Să se arate că dacă ecuaţia 𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0 are cel puțin 

o rădăcină de modul egal cu 1, atunci 𝑏2 = 𝑎𝑐. 

Soluţie şi barem: 

    • |𝑎| = |𝑏| = |𝑐| = 𝑅;    din relaţiile lui Viete, avem:  {
𝑧1 + 𝑧2 = −

𝑏

𝑎

𝑧1 ∙ 𝑧2 =
𝑐

𝑎
      

;  ..........................1p 

    • 𝑧1 ∙ 𝑧2 =
𝑐

𝑎
⟹ |𝑧1|⏟

1

∙ |𝑧2| =
|𝑐|

|𝑎|
=

𝑅

𝑅
= 1 ⟹ |𝑧2| = 1 ⟹ |𝑧1| = |𝑧2| = 1....................... 2p 

    • 𝑧1 =
1

𝑧1
, 𝑧2 =

1

𝑧2
  …….......................................................................................................1p 

    • 𝑧1 + 𝑧2 = −
𝑏

𝑎
 ⟹ 𝑧1 +  𝑧2 = −

𝑏

𝑎
 ⟹

1

𝑧1
+

1

𝑧2
= −

𝑅2

𝑏
𝑅2

𝑎

⟹
𝑧1+𝑧2

𝑧1∙𝑧2
= −

𝑎

𝑏
.............................2p 

    • 
𝑧1+𝑧2

𝑧1∙𝑧2
= −

𝑎

𝑏
⟹ −

𝑏

𝑎
𝑐

𝑎

= −
𝑎

𝑏
⟹

𝑏

𝑐
=

𝑎

𝑏
⟹ 𝑏2 = 𝑎𝑐............................................................1p 

Problema 4. 

Să se determine funcţiile 𝑓: (0, ∞) × (0, ∞) → (0, ∞) care au proprietatea că:  

(∀) 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ (0, ∞) avem 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑦, 𝑥) și 
1

𝑥+𝑦
+

1

𝑦+𝑧
+

1

𝑧+𝑥
=

𝑥+𝑦

𝑓(𝑥,𝑦)
+

𝑦+𝑧

𝑓(𝑦,𝑧)
+

𝑧+𝑥

𝑓(𝑧,𝑥)
. 
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Soluţie şi barem: 

    • Pentru 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 rezultă 
3

2𝑥
=

6𝑥

𝑓(𝑥,𝑥)
⟹ 𝑓(𝑥, 𝑥) = 4𝑥2 ................................................ 2p 

    • Pentru 𝑧 = 𝑦 rezultă 
2

𝑥+𝑦
+

1

2𝑦
=

𝑥+𝑦

𝑓(𝑥,𝑦)
+

2𝑦

𝑓(𝑦,𝑦)
+

𝑦+𝑥

𝑓(𝑦,𝑥)
  ................................................ 2p 

    • 𝑓(𝑦, 𝑦) = 4𝑦2 și 𝑓(𝑦, 𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦) ⟹
2

𝑥+𝑦
+

1

2𝑦
=

2(𝑥+𝑦)

𝑓(𝑥,𝑦)
+

1

2𝑦
  ....................................1p 

    • Obținem 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑦)2, (∀) 𝑥, 𝑦 ∈ (0, ∞)…….......................................................1p 

    • Verificarea condiției din enunț .........................................................................................1p 

 


