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Olimpiada Naţională de Matematică 

Județul ALBA - etapa locală -11 februarie, 2023 

 

SOLUȚII ȘI BAREME ORIENTATIVE - CLASA a XII-a 

 

Problema 1. 

Fie (𝐺,∙) un grup cu 35 de elemente şi 𝑓: 𝐺 → 𝐺 un endomorfism al grupului 𝐺, cu 

proprietatea 𝑓(𝑥𝑓(𝑥𝑦)) = 𝑦9𝑓(𝑥4), (∀)𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. 

a) Să se arate că 𝑓 este injectivă; 

b) Să se arate că 𝐺 este abelian. 

Soluţie şi barem: 

 

a) • |𝐺| = 35 ⟹ 𝑥35 = 𝑒 ⟹ 𝑥36 = 𝑥, (∀) 𝑥 ∈ 𝐺...............................................................1p 

    • Pentru 𝑥 = 𝑒 ⟹ 𝑓(𝑓(𝑦)) = 𝑦9, (∀) 𝑥 ∈ 𝐺....................................................................1p 

    • 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) ⟹ 𝑥1
9 = 𝑥2

9 ⟹ 𝑥1
36 = 𝑥2

36 ⟹ 𝑥1 = 𝑥2.................................................1p 

b) • Pentru 𝑦 = 𝑒 ⟹  𝑓(𝑥) = 𝑥3, (∀) 𝑥 ∈ 𝐺.........................................................................1p 

    • (𝑥𝑦)3 = 𝑥3𝑦3 ⟺ 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦 = 𝑥𝑥2𝑦2𝑦 ⟺ (𝑦𝑥)2 = 𝑥2𝑦2, (∀) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺........................1p 

    • (𝑥𝑦)3 = 𝑥3𝑦3 ⟺ 𝑥𝑦(𝑥𝑦)2 = 𝑥3𝑦3 ⟺ 𝑦3𝑥2 = 𝑥2𝑦3, (∀) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺.............................1p 

    • (𝑦3)12(𝑥2)18 = (𝑥2)18(𝑦3)12 ⟺ 𝑦36𝑥36 = 𝑥36𝑦36 ⟺  𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, (∀) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺..........1p 

 

Problema 2.  

Fie (𝐺,∙) un grup finit de ordin 𝑚 ∙ 𝑛, unde 𝑚 şi 𝑛 sunt numere naturale prime între ele şi 𝑓 

un endomorfism al grupului 𝐺.  

a) Să se arate că mulţimea 𝐻 = {𝑥 ∈ 𝐺|𝑓(𝑥) = 𝑥} este subgrup al grupului 𝐺. 

b) Să se determine 𝑓 ştiind că există 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, având ordinul 𝑚 respectiv 𝑛, astfel încât 

𝑓(𝑎) = 𝑎 şi 𝑓(𝑏) = 𝑏.  

Soluţie şi barem: 

a) • Dacă 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻, atunci 𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) = 𝑥𝑦 ⟹ 𝑥𝑦 ∈ 𝐻 ........................................2p 

    • 𝑓(𝑥−1) = 𝑓(𝑥)−1 = 𝑥−1  ⟹ 𝑥−1 ∈ 𝐻 , deci 𝐻 este subgrup al lui 𝐺 ...........................1p 

b) • 𝑓(𝑎) = 𝑎 ⟹ 𝑎 ∈ 𝐻 ⟹ 𝑚 divide ordinul lui 𝐻 ...........................................................1p 

    • 𝑓(𝑏) = 𝑏 ⟹ 𝑏 ∈ 𝐻 ⟹ 𝑛 divide ordinul lui 𝐻 .............................................................1p 

    • (𝑚, 𝑛) = 1 ⟹ 𝑚𝑛 divide ordinul lui 𝐻 , de unde |𝐻| = 𝑚𝑛........................................1p 

    • 𝐻 = 𝐺, ceea ce implică 𝑓(𝑥) = 𝑥, (∀)𝑥 ∈ 𝐺...................................................................1p 
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Problema 3.  

Se consideră o funcţie derivabilă 𝑓: ℝ → ℝ şi 𝐹 o primitivă a sa cu proprietatea că există un 

număr 𝑐 ∈ ℝ astfel încât  
𝐹(𝑏)−𝐹(𝑎)

𝑏−𝑎
≠ 𝑓(𝑐), (∀)𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎 ≠ 𝑏. 

Să se arate că 𝑓′(𝑐) = 0. 

Soluţie şi barem: 

    •  𝐹(𝑏) − 𝑏𝑓(𝑐) ≠ 𝐹(𝑎) − 𝑎𝑓(𝑐), (∀)𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎 ≠ 𝑏  ....................................................1p 

    •  𝐺: ℝ → ℝ, 𝐺(𝑥) = 𝐹(𝑥) − 𝑥𝑓(𝑐) pentru care 𝐺(𝑎) ≠ 𝐺(𝑏), (∀)𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎 ≠ 𝑏 , adică 

        𝐺 este injectivă ..............................................................................................................2p 

    •  𝐺 injectivă şi continuă (fiind derivabilă) rezultă 𝐺 strict monotonă pe ℝ .....................1p 

    •  𝐺 derivabilă şi strict monotonă, rezultă că 𝐺′(𝑥) ≥ 0, (∀)𝑥 ∈ ℝ,  

        sau 𝐺′(𝑥) ≤ 0, (∀)𝑥 ∈ ℝ ...............................................................................................1p 

    •  𝐺′(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐), de unde 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑐), (∀)𝑥 ∈ ℝ sau 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑐), (∀)𝑥 ∈ ℝ...1p 

    •  𝑥 = 𝑐 punct de minim, respectiv maxim al funcţiei 𝑓 rezultă 𝑓′(𝑐) = 0 ......................1p 

 

Problema 4.    

Să se determine funcţiile 𝑓: ℝ → (0, ∞) derivabile şi bijective, cu proprietatea  

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑓−1(𝑥)

0

= 𝑥 − 1, 

pentru orice număr real 𝑥 > 0. 

                                                                                                                  Gazeta Matematică 

Soluţie şi barem: 

     •  considerăm o primitivă 𝐹 a funcţiei 𝑓 cu 𝐹(0) = 0. Egalitatea din enunţ se scrie  

         echivalent  𝐹(𝑓−1(𝑥)) = 𝑥 − 1, (∀)𝑥 > 0 ..................................................................1p  

     •  prin derivarea egalităţii de mai sus obţinem 

        𝑓(𝑓−1(𝑥)) ∙ (𝑓−1(𝑥))
′

= 1, (∀)𝑥 > 0, de unde (𝑓−1(𝑥))
′

=
1

𝑥
 , (∀)𝑥 > 0 ................2p 

     •  obţinem astfel 𝑓−1(𝑥) = ln 𝑥 + 𝑐 = ln(𝑘𝑥) , (∀)𝑥 > 0, unde 𝑘 este o constantă reală 

         strict pozitivă  ……………………………………………………………...................1p 

     •  𝑓(𝑥) =
1

𝑘
𝑒𝑥 = 𝑎 ∙ 𝑒𝑥, (∀)𝑥 ∈ ℝ, unde 𝑎 este o constantă reală strict pozitivă ............1p 

     •  Înlocuind în egalitatea din enunţ, vom avea 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑓−1(𝑥)

0

= ∫ 𝑎 ∙ 𝑒𝑡
ln

𝑥
𝑎

0

𝑑𝑡 = 𝑎 ∙ 𝑒𝑡 |
ln

𝑥

𝑎
0

= 𝑥 − 𝑎. … … … … … … … … … … … … … . 𝟏p 

      •  𝑎 = 1, deci funcţia căutată este funcţia 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥, (∀)𝑥 ∈ ℝ ....................................1p 

 

 

 

 


