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Olimpiada Naţională de Matematică 

Județul ALBA - etapa locală -11 februarie, 2023 

SOLUȚII ȘI BAREME ORIENTATIVE - CLASA a IX-a 

 

 

Problema 1.  

a) Să se arate că 𝑥3 + 2 ≥ 3𝑥, (∀) 𝑥 > 0. 

b) Să se arate că (∀) 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0, avem: 
1

(𝑎+𝑏)3+2
+

1

(𝑏+𝑐)3+2
+

1

(𝑐+𝑎)3+2
≤
1

6
(
1

𝑎
+
1

𝑏
+
1

𝑐
).  

Soluţie şi barem: 

a) • 𝑀𝑎 ≥ 𝑀𝑔⟹
𝑥3+1+1

3
≥ √𝑥3 ∙ 1 ∙ 1

3
 ................................................................................. 2p 

    • 𝑥3 + 2 ≥ 3𝑥, (∀) 𝑥 > 0................................................................................................... 1p 

b) • 
1

(𝑎+𝑏)3+2
≤

1

3(𝑎+𝑏)
⟹∑

1

(𝑎+𝑏)3+2
≤
1

3
∑

1

𝑎+𝑏
......................................................................2p 

    • 
1

𝑎+𝑏
≤
1

4
(
1

𝑎
+
1

𝑏
) ................................................................................................................1p 

    • ∑
1

(𝑎+𝑏)3+2
≤
1

6
(
1

𝑎
+
1

𝑏
+
1

𝑐
)................................................................................................1p 

Problema 2.  

Fie numerele reale 𝑥, 𝑦 care verifică [𝑥 + 𝑦] = [𝑥] + [𝑦] și [−𝑥 − 𝑦] = [−𝑥] + [−𝑦]. Să se 

arate că numerele 𝑥, 𝑦  sunt numere intregi. 

Soluţie şi barem: 

    • 𝑥 = [𝑥] + 𝛼, 𝑦 = [𝑦] + 𝛽;  𝛼, 𝛽 ∈ [0, 1) ..........................................................................1p 

    • [𝑥 + 𝑦] = [𝑥] + [𝑦] + [𝛼 + 𝛽], [−𝑥 − 𝑦] = −[𝑥] − [𝑦] + [−𝛼 − 𝛽] ............................1p 

    • [−𝑥] = −[𝑥] + [−𝛼], [−𝑦] = −[𝑦] + [−𝛽] ....................................................................1p 

    • Din ipoteză obținem [𝛼 + 𝛽] = 0 și [−𝛼 − 𝛽] = [−𝛼] + [−𝛽].......................................1p 

    • [𝛼 + 𝛽] = 0 ⟹ 𝛼 + 𝛽 ∈ [0, 1).........................................................................................1p 

    • Dacă 𝛼 + 𝛽 ∈ (0,1), din [−𝛼 − 𝛽] = [−𝛼] + [−𝛽] rezultă −𝟏 = −𝟐 (Fals)..................1p 

    • Deci 𝛼 + 𝛽 = 0 și cum 𝛼, 𝛽 ∈ [0, 1) ⟹ 𝛼 = 𝛽 = 0 ⟹ 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ....................................1p 
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Problema 3. 

Se dă triunghiul 𝐴𝐵𝐶 şi punctele 𝑃 ∈ (𝐴𝐵),𝑄 ∈ (𝐴𝐶) astfel încât 
𝑃𝐵

𝑃𝐴
=
𝐴𝐶

𝐵𝐶
 şi 

𝑄𝐶

𝑄𝐴
=
𝐴𝐵

𝐵𝐶
.  

Fie 𝐼 centrul cercului înscris în triunghiul 𝐴𝐵𝐶. Ştiind că 𝐼 ∈ 𝑃𝑄, să se arate că triunghiul 𝐴𝐵𝐶 este 

dreptunghic. 

Soluţie şi barem: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    • 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝑃𝐴

𝐴𝐵
∙ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝐴𝑄

𝐴𝐶
∙ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −

𝑎

𝑎+𝑏
∙ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝑎

𝑎+𝑐
∙ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗.......................................2p 

    • 𝑃𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ − 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝑏∙𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝑐∙𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝑎+𝑏+𝑐
−

𝑎

𝑎+𝑏
∙ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ .........................................................2p 

    • 𝑃𝐼⃗⃗⃗⃗ =
1

𝑎+𝑏+𝑐
(
𝑏2−𝑎2−𝑎𝑐

𝑎+𝑏
∙ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑐 ∙ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗).................................................................................1p 

    • 𝐼 ∈ 𝑃𝑄 ⟺ vectorii 𝑃𝐼⃗⃗⃗⃗  şi 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ sunt coliniari ⟺
𝑏2−𝑎2−𝑎𝑐

−𝑎
=
𝑐(𝑎+𝑐)

𝑎
....................................1p 

    •  𝑎2 + 𝑎𝑐 − 𝑏2 = 𝑎𝑐 + 𝑐2⟺ 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2  
𝑅𝑇𝑃
⇔  ∆ 𝐴𝐵𝐶 este dreptunghic în 𝐴..............1p 

Problema 4. 

Se consideră triunghiul oarecare 𝐴𝐵𝐶 cu centrul de greutate 𝐺 și punctele 𝐵′, 𝐶′ picioarele  

bisectoarelor din 𝐵 respectiv 𝐶. Să se arate că dacă punctele 𝐵′, 𝐺 și 𝐶′ sunt coliniare, atunci 
1

𝐵𝐶
=

1

𝐴𝐶
+

1

𝐴𝐵
. 

Soluţie şi barem: 

 

 

 

 

 

 

    • Cu teorema bisectoarei obținem 𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
𝑏

𝑎+𝑏
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ și 𝐴𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

𝑐

𝑎+𝑐
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗....................................2p 

    • 𝐶′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −
𝑏

𝑎+𝑏
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝑐

𝑎+𝑐
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗........................................................................1p 

    • 𝐺𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝑐

𝑎+𝑐
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ −

1

3
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

1

3
(−𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

2𝑐−𝑎

𝑎+𝑐
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)...............................2p 

𝐵 𝐶 

𝐴 

𝐼 
𝑄 

𝑃 

𝐵 𝐶 

𝐴 

𝐺 
𝐶′ 𝐵′ 
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    • 𝐵′, 𝐺, 𝐶′ coliniare ⟺ vectorii 𝐶′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   şi 𝐺𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  coliniari ⟺
𝑏

𝑎+𝑏
=

𝑐

𝑎+𝑐
∙
𝑎+𝑐

2𝑐−𝑎
 ......................1p 

    • 𝑏(2𝑐 − 𝑎) = 𝑐(𝑎 + 𝑏) ⟺ 𝑏𝑐 = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐  |: 𝑎𝑏𝑐 ⟺
1

𝐵𝐶
=

1

𝐴𝐶
+

1

𝐴𝐵
.................................1p 

 


