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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE - CLASA a Xll-a
Problema 1.

Fie (G,”) un grup cu 35 de elemente si f:G — G un endomorfism al grupului G, cu
proprietatea £ (xf (xy)) = y°f (x*), (V)x,y € G.

a) Sa se arate ca f este injectiva;

b) Sa se arate ca G este abelian.

Solutie si barem:

)2 |G| =35=x3 =€ = x30 = X, (V) X € Guoreeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 1p
cPentrux = e = f(f (1) = Y% (V) X € Guvreveverrrceeeeees 1p
cflx)=fx) =x) =x) =2 x3° =x3° = X, = Xpeeviiiieeee 1p

D) sPentrUy = e = f(%) = X3, (V) X € Gureeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 1p
s (xy)? = x3y3 © xyxyxy = xx?y?y & (yx)? = x%y2, (V) %,V € Guweeevvvevv.. 1p
c(xy)P=x3yl o xy(xy)?=x3y o y3x2 =x2y3, (V) X, Y E G, 1p
. (y3)12(x2)18 — (x2)18(y3)12 = y36x36 — x36y36 & xy = yx, (V) X,y €G.......... 1p

Problema 2.

Fie (G,") un grup finit de ordin m - n, unde m si n sunt numere naturale prime intre ele si f
un endomorfism al grupului G.

a) Sa se arate ca multimea H = {x € G|f(x) = x} este subgrup al grupului G.
b) Sa se determine f stiind ca exista a,b € G, avand ordinul m respectiv n, astfel incat

f(a) = asif(b) = b.

Solutie si barem:

a)*Dacax,y € Hyatunci f(xy) = f(xX)f(y) =Xy = XY E H ceoveviieeeeeeeceeeen, 2p
cflx)=f(x)"'=x"1 = x 1€ H,deci Hestesubgrup al lui G ............ccoo......... 1p
b)ef(a) =a = a € H = mdivide ordinul IUi H .........ccocovririiiiiiieiiieeceee 1p
*f(b)=b = b€ H = ndivide ordinul IUl H ........ccocceriiiiiieieeeeee e 1p
e (m,n) =1 = mndivide ordinul lui H , deunde |[H| = MN.....coeevveviiiieiieeeeene, 1p
*H =G, ceeaceimplicd f(X) = X, (V)X € Gueeveeoeevece et 1p
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Problema 3.
Se considera o functie derivabild f: R — R si F o primitiva a sa cu proprietatea ca exista un

T = f(o), (Ma,b € Ra #b.

Sasearate ca f'(c) = 0.

numir ¢ € R astfel incat

Solutie si barem:

« F(b) = bf(c) #F(a) —af(c),(M)a,b ER, A F D cocevveieeeeeeeesesese e 1p
* G:R- R,G(x) =F(x) — xf(c) pentru care G(a) # G(b),(V)a,b € R,a # b , adica

(O TS 1111 5 2 PRI 2p
* G injectiva si continud (fiind derivabild) rezultd G strict monotond pe R ..................... 1p
* G derivabila si strict monotona, rezultd ca G'(x) = 0, (V)x € R,

SAU G'(X) S 0, (V)X E R oottt ettt ettt st sb et re e beebesneesre s 1p
e G'(x)=f(x)—f(c),deunde f(x) = f(c),(V)x € Rsau f(x) < f(c),(V)x € R..1p
* x = ¢ punct de minim, respectiv maxim al functiei f rezultd f'(¢) = 0 .cceovvvrvrrnnn. 1p

Problema 4.

Sa se determine functiile f: R — (0, o) derivabile si bijective, cu proprietatea

i)
f fdt =x—1,
0

pentru orice numar real x > 0.
Gazeta Matematica

Solutie si barem:
* consideram o primitiva F a functiei f cu F(0) = 0. Egalitatea din enunt se scrie

echivalent F(f71(x)) = 2 — 1, (V)X > 0 oovevvrerereeeriecrieeeseseessessessssssesseseens 1p
« prin derivarea egalitatii de mai sus obtinem
FOF2@) - (F72(0) = 1,(¥)x > 0, de unde (2 (x)) = i ()X >0 e, 2p
« obtinem astfel f~1(x) = Inx + ¢ = In(kx), (V)x > 0, unde k este o constanti reald
]9 0 Lot 07072 15 Lz T O 1p
c flx) = %ex =a-e*, (V)x € R, unde a este o constanta reala strict pozitiva ............ 1p
o Inlocuind in egalitatea din enunt, vom avea
1) lng 1 f
f f®)dt = f aretdt=a et | g =% —a e e e AP
0 0 0
e a = 1, deci functia cautata este functia f(x) = e*, (V)X ER covcvveveveieveie e, 1p

Olimpiada de matematicd 2023_clasa a XlI-a_pagina 2



