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Clasa a X-a

1. Determinati numerele complexe z cu proprietatile:
|z| = 1si z%> + z + 1 € R, apoi calculati suma valorilor gasite precum si aria
poligonului convex avand drept varfuri imaginile lui z gasite.

2. Se considera functia f: [3,0) — [0, ), f(x) = logZx — log;x. Si se
demonstreze ca f este inversabila si sd se determine toate numerele naturale n,
pentru care f~1(n) € {3m|m € N*}.

3. @) Sa se rezolve in multimea numerelor reale:

1
logy) x + logp,2; x + logpsyx +1ogpey x — 2 = =

unde [a] reprezinta partea intreaga a numarului real a.

b) Fie a,b,c €(0,1), 0<a<b<c<1. Comparati numerele:
A=log,a+log,b+log,c si B=Ilog,b+log,c+log.a.

4.Fiea € (0,1) U (1, ) si x4, x5, ..., X, € R, astfel Incat
a*t+a*2+ . +a'm<asi a**+a¥ <1,Vk+]j.
Sasearateca: (1 —a*)(1—a*?).. (1—-a**)>1—-a.

Nota:
e Toate subiectele sunt obligatorii;
e Fiecare subiect se noteaza cu 7 puncte;
e Timp de lucru: 3 ore.



Solutii si bareme orientative

Clasa a X-a
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

J— ||=1
1.224+z+1€ERe2+z+1=224z+1 @22+z+1=22+7 +1 = (1p)

lz|=1 2

—Stztl=St tleltz+1=" o214 1=0sw =16

o z€{ee1,—-1). (3p)
e+el+ 14+ (-1)=-1. (1p)
Patrulaterul avand varfurile A(s), B(—1), C(¢%), D (1) este ortodiagonal (AC L BD),

deci aria acestuia este 2552=Y32 _ /3. (2p)

2 2

2. x - logsx = g, x € [3,0),Img = [1,);
x> x*>—x=nh,x €[1,0),Imh = [0,),
sunt functii bijective. Se deduce ci f:[3,0) - [0,), f(x) = (g°h)(x) = log5x — logs;x

este bijectiva. (4p)
1+V/1+4x

Se obtine f~1:[3,00) —» [0,00), f 1 (x) =37 = . (1p)

Din f~1(n) € {3m|m € N*} se deduce n = p? + p,p € N. (2p)

3. @) Se impune conditia: x € [2,).Pentru k = 1,4 avem [x*] <x* =1 < log|«| xk =

log[xk] X Z% (%). (2p)
. 1,1, 1 1
Deci logpy) x +log|,2) x +log[ys) x +loge)x =221+ -+ -+-—2=—. (1p)

Egalitate are loc in cazul: logp, x = % (W)k =1, 4, care au loc simultan < x € N, x > 2.
Deci ecuatia admite solutii de forma: x =n, x € N,x > 2. (1p)

b) Notim a=Iga,f=Igb,y=Igc avem a<f<y<0 si

A= P LT g glBira (2p)
B v «a a By
atunci A—B:(a_ﬂ)(ﬁ_y)(y_a)SO = A<B (1p)
apy
4. Notim a*i = q;, deciaq; € (0,1),i = 1,n. (1p)

Aratam prin inductie ca daca a; € (0,1),

i=1nag+a<LVjk=1Lnj#ksi ) g <a,atunci H(l—ai)zl—a.
i=1 i=1

Pentru n = 1, inegalitatea este evidenta. (2p)
Fiea,,a,, ...,a,,a,41 € (0,1) cu aj+a<LVjk=1n+1j+ksi

n+l n n
;ai <a.Cum ;ai <a-g,,, »dinipoteza de inductie rezult ca 1_1[(1— a ) >1-a-Qq,,-

Atunci:



n+1 n n n

H(l_ai) - (l_aml)H(l_ai) = H(l‘ai)—an+]l_[(1—ai) =

i=1 i=1 i=1 i=1
21—a+an+1(1—f[(1—ai)j >1-a,
i=1
deoarece

Anseq > 0si ﬁ(l—ai)<l.

i=1

(4p)



