OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 16.02. 2019
BAREM DE CORECTARE - Clasa a V - a

PROBLEMA 1. Intr-o clasg cu 35 de elevi, numirul biietilor este cu 2 mai mare decat jumitate

din numarul fetelor. Sa se arate ca cel putin patru fete sunt nascute in aceeasi zi a saptamanii si

cel putin doi baieti sunt nascuti in aceeasi luna a anului.

Barem de corectare.

Metoda figurativa; 35 — 2 = 33; 33:3 =11 (2p);
Numarul baietilor este 13 (1p);
Numaérul fetelor este 22 (1p);

Un an are 12 luni, iar numarul baietilor este 13, deci cel putin doi baieti sunt nascuti in
aceeagi luna a anului. O sdptaméana are 7 zile, iar numarul fetelor este 22, deci cel putin

patru fete sunt ndscute in aceeasi zi a saptamanii (3p).

PROBLEMA 2.

a)

b)

Se considera numarul natural abc, cu suma cifrelor egala cu 25. Calculati suma cifrelor
numarului abc 4 1.

Pentru un numar natural m, notdm cu S (m) suma cifrelor sale. Ardtati ca existd un numar

natural n, astfel incat S (n) — S (n+ 1) = 2069.

Barem de corectare.

a)

b)

a+ b+ ¢ = 25; Avem posibilitatile: 9+ 9+ 7 =25; 9+ 8 4+ 8 =25 (1p);
In primul caz: abc = 997 si suma cifrelor numarului abe + 1 este 26; abc = 979 si suma

cifrelor numarului abc + 1 este 17; abc = 799 si suma cifrelor numarului abc + 1 este 8 (1p).

In cel de-al doilea caz: abec = 988 sau abc = 898 si suma cifrelor numgrului abe + 1 este 26;

abc = 889 si suma cifrelor numarului abe + 1 este 17 (1p).

Daca la efectuarea sumei n + 1 nu exista transfer (v (n) #9), atunci S (n+1) —S(n) =1
(1p).
Dacd u(n) = 9, notdm cu k numarul de cifre de 9 cu care se termind numarul n. Rezultd

n=1(a)99...9=(a+1)-10% — 1 cu a numir natural nenul si u (a) # 9 (1p).

Avem S(n) =S5(a)+9% sin+1=(a+1)00...0,deci S(n+1)=S(a+1)=5(a)+1;
S(n)—Sn+1)=9—1; (1p)

2069 = 9230 — 1; k = 230. Cel mai mic astfel de numér este 10%° — 1 (1p).



PROBLEMA 3.

92019

a) S& se scrie numarul 201 ca o suma de 2019 numere naturale consecutive.

92019

b) S& se scrie numarul 201 ca o suma de patru patrate perfecte nenule.

Barem de corectare.
a) Metoda figurativa,
20192019 — (1 + 2 + - -+ 4 2018) = 2019%°1% — 1009 - 2019 = 2019 - (2019%°'® — 1009) (2p)
2019 - (2019%°® — 1009) : 2019 = 201921 — 1009 (1p)

20192019 = (201928 — 1009) + (20192718 — 1009 + 1) + - - - + (20192018 — 1009 + 2018) (1p)

b) 2019?2910 = 2019218 . 2019 = 2019218 (322 + 312 + 52 + 32)

— (20191999 . 32)® 4+ (20191999 . 31) 4 (2019199 . 5)* 4 (201910% . 3)* (3p).

PROBLEMA 4. Scriem in ordine crescatoare numerele naturale de patru cifre diferite, care au

suma cifrelor 12. Aflati ce pozitie are numarul 2019 in aceasta scriere.

Barem de corectare.
Suma 12, din patru cifre diferite, se poate obtine astfel:
0O+14+24+9 0+14+3+8 0+1+44+704+1+54+6; 0+2+34+7;, 04+2+4+6;
0+3+4+4+5 14+24+3+6; 1+2+4+5 (2p).

Scrierea in ordine crescatoare a numerelor ne arata ca in fata lui 2019 avem numere de forma

labe. (2p)
In total avem 3 -2 -1 de 6 ori, adici 36 de astfel de numere (2p).

Deci 2019 este al 37-lea numar (1p).

I Fiecare corector acords un numdir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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PROBLEMA 1. Fie numerele naturale nenule a, p si q. Daca ap + 1 este divizibil cu ¢ si aq + 1
qg—1

este divizibil cu p, demonstrati ca numerele p si ¢ sunt prime intre ele si a > T
prgq

Barem de corectare.

Fie d = (p,q). Deoarece d |q si q|ap + 1, rezultd c& d|ap + 1, iar din d |p , rezultd c& d |ap
(2p) . Asadar, d divide numerele consecutive ap si ap + 1, de unde rezultd ci d = 1, adica

numerele p si ¢ sunt prime intre ele (1p).

Deoarece plag+ap+1, qlag+ap+1 s (p,q) = 1 (2p), avem: pqlag+ap+1 = pg <
pq—1

ag+ap+1=a> (2p).
p+q

PROBLEMA 2. La un concurs de matematica, elevii au de rezolvat patru probleme. Pentru
fiecare problema se acorda cate un punct din oficiu. Pe langa punctele din oficiu, elevul mai
primeste puncte astfel: daca rezolva corect prima problema, primeste inca 3 puncte; daca rezolva
corect a doua problema, primeste inca 6 puncte; daca rezolva corect a treia problema, primeste
inca 12 puncte; daca rezolva corect a patra problema, primeste inca 24 de puncte. Nu se acorda
punctaje intermediare pentru rezolvari incomplete. Aratati ca daca doi elevi au acelasi punctaj,

atunci cei doi elevi au rezolvat corect aceleasi probleme.
Barem de corectare.

Punctajul elevului A este a = 4 + 3z + 629 + 1223 + 242y, cu xy1, z9, 23,24 € {0,1}, iar

punctajul elevului B este b = 4 + 3y; + 6y + 12y3 + 24y4, cu 1,2, y3,y4 € {0,1} (2p).
Daci a = b rezultd ci z; si y; au aceeagi paritate, deci 1 = y; (2p).
Prin inlocuire, analog rezultd c& xo = 2, 3 = y3 si x4 = y4 (2p).

Deci A gi B au aceleasi probleme rezolvate corect (1p).



PROBLEMA 3. Pe un cerc sunt instalate 2019 becuri, dintre care 1010 sunt aprinse, iar restul
sunt stinse. Prin faptul ca un bec isi schimba starea, se intelege ca cel aprins se stinge si ca cel
stins se aprinde. Prin mutare, se intelege ca daca cineva atinge un bec, atunci cele doua becuri
vecine becului atins, isi schimba starea. Gigel isi propune sa faca mai multe mutari astfel incat sa
fie toate becurile aprinse simultan. Aflati daca poate sa faca acest lucru. Justificati!

Barem de corectare.

Initial numarul becurilor aprinse este par (1p)

Sunt posibile 3 cazuri:

— daca la o mutare se aprind doua becuri, rezulta ca numarul becurilor aprinse creste cu
doi, deci rdmane par (2p)

— daca la o mutare se sting doua becuri, rezulta ca numarul becurilor aprinse scade cu
doi, deci r&méane par (2p)

— daca la o mutare se stinge un bec si se aprinde altul, rezulta ca numarul becurilor

aprinse ramane la fel, adica par (1p)

In concluzie, indiferent cate mutari face Gigel, numarul becurilor aprinse este par, adica nu

poate fi 2019. Deci nu le poate aprinde pe toate simultan (1p).

PROBLEMA 4. Fie unghiul ascutit <DOE, OM 1 OD si ON 1 OF, astfel incat
m (<MON) = 140°. Determinati masura unghiului <XOY, dacd OX este bisectoarea unghiului
<IMOD i OY este bisectoarea unghiului <NOE.

Barem de corectare.

Dacit <DOE ¢ Int <MON, atunci m (<DOE) = 360° — (140° + 90° + 90°) = 40° (2p),
iar m (<XOY) = m (<XOD) + m (<DOE) + m (<EOY) = 45° + 40° + 45° = 130° (2p).
Dacda <DOFE C Int<<MON, atunci din m (<DON) = 140° — 90° = 50°, rezultd ci
(OY C Int<NOD, iar din m(<MOE) = 50° rezultd cd (OX C Int<MOE (1p).
Agadar, <XOY =m (<MON) — (m (<NOY) +m («MOX)) = 140° — (45° 4+ 45°) = 50°
(2p)-

I Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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PROBLEMA 1. Si se arate c& {v/1} + {v/3} + {V/5} + ... + {V/49} < 18, unde {z} reprezinta

partea fractionara a numarului x.

Barem de corectare.

Deoarece

{V1} = {V9} = {v25} = {v49} = 0 (1p)
2

1
11} = V11 — [V/11] = V11 — 3 = <> (1
(VIT) = VIT - [VIT] = VIT 3= = < o (1p)
1 1
17y = V17— V17 = V1T —4 = <= (1
(VIT} = VIT - VI = VIT 4 = = < ¢ (1p)
2 1
27} =27 — [V27T| =27 -5 = <- (1
(V2T} = VIT — [VA] = V2T —5 = ———— < & (Ip)
1 1
37} =V3T—- V37 =V3T—-6=——< — (1
(VA7) = VBT — VAT = VAT 6= o< 1 (1)
rezulta ca
1 1 1 1 89
{(VI} + (V3 4+ (VB) o+ {VAO) < g4 o o 5 H1T 1= o £17< 18 (2p).
PROBLEMA 2. Gasiti numerele naturale m si n pentru care
n n-—2
om+3  m

Barem de corectare.

Di 4n n— 2
in = avem:
2m + 3 m v
3n—6
= * 2 4 — 1
m 2n+4EN:>n—|— |3n — 6 (1p)

=2n+4132n+4)—-2Bn—-6) =2n+4)24 = n+2|12 (2p)
=ne€{0,1,2,4,10} (2p)
3 1
Cum (n:0:>m:—§¢N*), (n:1:>m:—§¢N*), (n=2=m=0¢N"),

1
(n:4:>m:§¢N*) si (n=10= m = 1), obtinem solutiam =1gin =10 (2p).



PROBLEMA 3. Fie M si N mijloacele laturilor [AD], respectiv [DC| ale rombului ABCD,
BM N AC = {P}, iar BN N AC = {T}.
a) Aratati cd M NTP este un trapez isoscel;

b) Dacd AN N BD = {G} si GP L AB, demonstrati cdi ABC'D este un patrat.

Barem de corectare.

a) Din faptul cd M N este linie mijlocie in ADAC, rezultd c& MN || TP (1p), iar din
BM = BN (1p), aplicand teorema lui Thales in triunghiul BM N, obtinem PM = TN.
Cum MP }f NT, rezultd c& M NTP este un trapez isoscel (1p);

b) Deoarece P este centrul de greutate al AABD si G este centrul de greutate al ADAC
(1p), aplicand reciproca teoremei lui Thales in AOAD, obtinem ci PG || AD (2p). Cum
PG 1 AB, rezulta ca AD 1 AB, adicda ABCD este un patrat (1p).

PROBLEMA 4. Pe laturile triunghiului ABC' consideram punctele M € (BC), N € (AC) si

MO NO PO

MA N TP T

P € (AB), astfel incat AM N BN NCP = {O}. S4 se arate cd

Barem de corectare.

Deoarece M— = Apoc (2p) N—O = Asoc (2p) si P—O = Asos
MA AABC ’ NB AABC . PC AABC

VAT NB T PCT Aupe T Aune | Aupc (1p)

(2p),

obtinem ca

'Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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PROBLEMA 1. Fie ABCDA'B'C' D’ un cub, M mijlocul muchiei D'C’" ¢i DT | MC,T € MC.
a) Sa se arate ca DT 1 (M BC);

b) Daci distanta dintre dreptele AD si BM este ay/5, determinati lungimea muchiei cubului.

Barem de corectare.

a) Deoarece DT L MC si BC' L (DCC"), rezultd ca DT L (MBC) (3p);

2- AAMDC .I 2

AD || (MBC) si MB C (MBC), rezulti c& d (AD, BM) = d(AD, (MBC)) = DT =

b) Daca x este lungimea muchiei cubului, atunci DT =

( p) . Deoarece

SIE

(2p), de unde = = 5; (1p).

PROBLEMA 2.

a) Demonstrati cd /2y + /yz+Vze <z +y+ 2z Va,y,z>0.

b) Si se afle maximul expresiei v/ab + ac + v/ab + bc + vac + be, unde a,b,c > 0sia+b+c =
2019.

Barem de corectare.

r+y y+z zxT+=z
2 2 2

a) Din inegalitatea mediilor, \/zy + /yz + /zx < =z+y+2z (3p).

b) Avem\/ab+ac+\/ab+bc+\/ac+bc—7(«/ a(b+c) + /2b(a+c) + a+b)

1 2a+b+c a+2b+c a+b+2c
< =—(2 2 2¢) = 20192 )
_\/_< 5 + 5 - 5 ) \/_(a—i— b+ 2c) =2019v2 (3p)

Maximul este 2019+/2 si se obtine pentru a = b = ¢ = 673 (1p).

PROBLEMA 3. Cei 28 de colegi ai lui Gigel au venit in vizita la el. Gigel are un baton de
ciocolata sub forméa de paralelipiped dreptunghic, ABCDA'B'C'D’, cu AB =5 cm, BC = 3 cm si
AA’ = 4 cm, pe care doregte sa-1 imparta cu colegii si fratele lui, astfel incat fiecare sa primeasca
un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile de 1 cm, 1 cm si 2 cm. Fratele lui fiind mai mic,
se grabeste si Isi mananca portia, incalcadnd insa regula stabilita de Gigel. Stiind ca fratele lui
méananca doud cubulete, fiecare cu muchia de 1 ¢cm, unul cu un varf in A si celdlalt cu un varf in

B, aflati daca Gigel mai poate imparti ciocolata dupa regula stabilita de el initial.



Barem de corectare.

Consideram ca paralelipipedul mare este impartit in 5 x 3 x 4 = 60 de cubulete cu latura de

1 cm (2p);

Coloram fiecare cubulet cu una dintre culorile albastru sau galben, astfel incat sa nu fie doua

cubulete vecine colorate la fel, iar cubuletul cu un varf in A sa fie colorat albastru (1p).

Rezulta ca sunt 30 de cubulete albastre gi 30 galbene, iar cubuletul cu un varf in B este

albastru (1p).
Fratele lui Gigel va ménca doud cubulete albastre, deci rdman 30 galbene si 28 albastre (1p).

Daca Gigel ar putea imparti ciocolata dupa regula stabilita de el, atunci fiecare ar trebui sa

primeasca un paralelipiped format dintr-un cubulet galben si unul albastru, ceea ce nu se

poate (2p).

PROBLEMA 4.

a) S& se demonstreze ca restul impdartirii unui patrat perfect la 3, nu poate fi 2.

b) Fiea = v/p?2 + ¢ + r2 + 11 € Q, unde p, ¢ si 7 sunt numere prime, cu p < q < r. Sa se arate

ca p = 2, iar apoi sa se determine numerele ¢ si r.

Barem de corectare.

a) Rezultd din faptul ci pentru orice numar natural k, avem (3k)? € Ms, (3k +1)* € M3 + 1,
iar 3k +2)2e Mz +1 (3p).

b) Daci p # 2, atunci p, ¢ si 7 sunt toate numere impare, de unde rezulta ca p® +¢*+r?+11 €
My + 2, adicd p? + ¢® + r? + 11 nu este pétrat perfect. Contradictie cu a € Q. Deci p = 2
(2p) .

Daci ¢ > 3, atunci ¢®,r2 € M3+ 1= p* + @ +r*+11 = ¢ +r?* + 15 € M3 + 2, adica
p? + ¢* + r* + 11 nu este pétrat perfect. Deci ¢ = 3 (1p).

Asadar, a®* =1?+24 < (a —7)(a + 1) = 24. Cum r este impar, rezultd c& si a este impar.
Astfel, cum a — r si a + r sunt pare, cu a — r < a + r, avem posibilitatile

(a—r=2,a+r=12=r=5)sau(a—r=4, a+r=6=r=1).Decir=5 (1p).

! Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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1 1 1

PROBLEMA 1. Fie z,y, z > 0 numere reale cu proprietatea — + — + — = 3. Sa se demonstreze
r Yy z

inegalitatile urmatoare:

a) v+y+z2>3;
b) (x+1)°+@y+1)7+ (2 +1)° > 12.

Barem de corectare.

a) Inegalitatea i 7 < T ‘g Ttz

r oy z
1
b) Deoarece 2% + y* + 2% > 3 (z+y+2)°>3 (3p), obtinem (z + 1)+ (y+ 1)°+ (z +1)° =
2p).

Py + 22+ 2@ +y+2)+3>12 (

implica inegalitatea cerutd (2p).

1
PROBLEMA 2. Fie (a,),~, 0 progresie aritmeticd cu ratia pozitiva r si primul termen a; > 3

Determinati partea intreaga a numarului

A—\/1+L+\/1+L+--~+ 1+ ——  n>2

a1G2 Q203 ApGp41

Barem de corectare.

2
Evident, A > n (2p). Deoarece 1+ = < —12—:1: :1—1—;, Ve > —1 (1p), avem
1 T r r
A < n+—(—+ Ho >:

2 a10a9 ao03 Ay Qp41
1 (1 1 1 1 1 1 )

= nt-(——-—+———++—- —
2 ai as a9 as (079 An41

+1 ! <n-+ ! <n+1 (3p)

= n+-(—— n+—<n

2\a1  Gpy1 2a, P



PROBLEMA 3. Pe laturile triunghiului ABC' se considera punctele A; € (BC), By € (CA)
si C; € (AB), astfel incat AA;, BB; si CC; sunt concurente. Cercul circumscris triunghiului
A1 B, C intersecteaza (a doua oard) BC, C' A si AB, respectiv, in punctele As, By si Co. Aratati

v

ca:
a) ACl . ACQ == ABl : AB27
b) dreptele AA,, BBy, C'Cy sunt concurente.

Barem de corectare.

a) Rezultd din asemanarea triunghiurilor ACy By si AB1Cy (2p).

BA B, A
b) Din Teorema lui Ceva, avem Alé . glfi : Clcé =1 (2p). Deoa;ej;e Agjg AiQC: AB - ABs,
BAl : BA2 = BCl : BCQ §1 CBl . CBQ = CAl : CAQ, rezulta ca 2 2 2 _ 1 (2p) .

A,C ByA CyB
Aplicdm reciproca Teoremei lui Ceva (1p).

PROBLEMA 4. In patrulaterul convex ABCD se noteazi cu G centrul de greutate al
triunghiului BC'D gi cu H ortocentrul triunghiului AC'D. Sa se demonstreze ca punctele
A, B, G, H reprezinta, in aceasta ordine, varfurile unui paralelogram, daca si numai daca G este

centrul cercului circumscris triunghiului AC'D.
Barem de corectare.

Fie O centrul cercului circumscris AACD.

—_— = — — —
Au loc relatiille GB+GC +GD = 0 (2p) si HA+ HC+ HD =2HO (2p).

Astfel, ABGH este paralelogram daca si numai daca

— — — —
BG = AH < GC+GD=HC+HD —-2HO &
— — — — — —
& GC+CH+GD+DH+2HO =0 &
— —
< GH=0H (3p).

I Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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PROBLEMA 1.
y .3 5
a) Sa se arate ca 3 < log, 3 < 3
b) S& se determine numarul natural n pentru care n < log, 3 + logs 4 + log, 6 + logg 8 < n + 1.

Barem de corectare.

a) Verificare (1p);

b) Aplicim inegalitatea mediilor si avem

log, 3 + logz 4 + log, 6 + logs 8 > 4/log, 3 - logz 4 - log, 6 - logs 8 =4v/3 >5  (3p).

+x 3
1 log.8 =
31 1086 1+ 2

3 5 2
Daca z = log, 3, atunci 2 <z < 3 Cum logs4 = —, log, 6 =
x

1+z 3 83
v = Decin = .
5 +1 < B <6.Decin=5 (3p)

Y

2
rezultd ca = + — +
T

PROBLEMA 2. Determinati numerele reale a < 1 si b > 0, pentru care ecuatia

2 4+b+1
224+ b

vVa+x+a—x=

are solutii reale.
Barem de corectare.

2
. 9 xr*+b+1
Pentru orice numar real x, —— = V22 + b+

1
Va2 +b 24 b
Avem a+z + /a—x > 2, de unde rezultd /a +x > 2 — /a — x. Ridicim la cub si
notdm /a —x = t. Deducem c& t*> — 2t + 1—a < 0, deci (t—1)* < a?);l si astfel se
impunea > 1 (3p).

>2 (3p).

Din ipoteza, obtinem caa =1, t =1, 2=0,b=1 (1p).

PROBLEMA 3. Consideram familia de functii f, : N — I', f, (n) = cosna + isinna, unde
acRsil'={z€C||z|=1}.
a) Demonstrati ca f,, nu este surjectiva, pentru nicio valoare reald a lui «;

b) Demonstrati ca oricare ar fi m € N*, exista o € R, astfel incat imaginea functiei f, sa aiba
b )

m elemente;

c) Demonstrati ca oricare ar fi @ € R, functia f, este sau injectiva sau periodica.



Barem de corectare.

a)

Evident, fy nu este surjectiva. Presupunem ca exista o € R*, astfel incat f, sa fie surjectiva.
Rezultd ca V 8 € R, 3 n € N, astfel incat f, (n) = cosf + isin 3, deci cosna + isinna =
cos S+ isinf < na = [+ 2knw, k € Z. Pentru = 0, exista ng € N, astfel incat nga = 2k,
k € Z. Rezultd na = 3+ nga, adica n —ng = é € 7,V B € R, contradictie. Deci f, nu este
surjectivd pentru nicio valoare reald a lui « (%p) :

Pentru m € N*, exista a € R, si anume o = 2—7T, astfel ca

Im f,, = {1, cosa +isina, cos2a + isin2a, m ,cos(m—1)a+isin(m—1)a} (2p).
fa(n1) = fa(ng) = cosnja + isinnja = cosnga + isinnga = nja = nga + 2km =
(n1 —ng) a = 2km

Dacad o = 0, atunci fo (n) =1 si f este periodicd. Daca a # 0 si k = 0 rezultd n; = ng i fo
este injectiva.

ny—n T T
Daca o # 0 g1 k # 0, rezulta : o7 2=~ Dacd — € Q, atunci f, este periodica cu perioada
Q Q@

ny —na

2k

2
principalad T = T Daci L e R \ Q atunci € R\ Q, contradictie. Deci f, este
« o

injectiva (3p).

PROBLEMA 4. Consideram triunghiul ABC' cu varfurile de afixe a, b, ¢, cu |a| = |b] = |¢| = R.

Inaltimea dusa din varful A intersecteaza cercul circumscris triunghiului in punctul D, de afix d.

2)
b)

Exprimati d in functie de a, b, ¢;

2k 2k
Fie mutimea R,, = { =R (cos o + ¢ sin —W)
n n

0<k<n-— 1},unden > 5 este impar
sifie k,j,0 € {0,1,...,n — 1} fixate, doud cate doua distincte, astfel incat a = 2, b = z;,

¢ = z. Este posibil ca d sa fie element al multimii R,,? Justificati raspunsul.

Barem de corectare.

2)

ADLBC & “=% cirr o 920 _ 970 R 929 — 2202 pvem
b—rc b—c b—¢ b—rc b—rc ad
b
ad = —bc=d=——- (3p).
a
Presupunem ci d € R,; din a) avem d = L —zjyi—r (1p).
2k

Demonstram cd dacd n este impar gi z € R,,, atunci —z ¢ R,,.

2mm 2mm
Daca z € R, existd m € {0,1,...,n — 1} astfel incat z = R ( cos + isin ) , deci
n n

2 2
—z2=R (cos (ﬂ +7T> + 7sin (ﬂ —i—7r)) .Rezultd —2 € R, & Ip € {0,1,...,n—1},
n n
astfel incat 2mm + nm = 2pr si n este par (3p).

' Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;

2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 16.02.2019
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI — a

PROBLEMA 1. Se considerd matricele A € M3(R) si C = A — A"

a) Sa se demonstreze cid det(C) = 0;

b) Si se arate ci dacd tr(A?) = tr(A - AY), atunci C' = Os.

Barem de corectare.
a) Din det (C) = det (C*) = det(—C) = — det(C), rezulta ci det(C) =0 (4p) ;

b) Deoarece tr(C'-C') = tr(A- A) +tr(A'- A) —tr(A?) —tr((A")?) = 2- (tr(A - A') — tr(A?)) =0
(2p), iar tr(C - C*) este suma patratelor elementelor lui C' € M;3(R), din tr(C - C*) = 0,
obtinem ca C' = O3 (1p).

—1+iV3

PROBLEMA 2. Fie matricele A, B € M3(R) si e = 5

det(A +eB) € R, atunci det(A — B) = det(A) — det(B).

€ C. Sa se demonstreze ca daca

Barem de corectare.
Avem e2 +ec+1=0sie3=1 (1p).

Deoarece det(A + xB) = det(A) +a -z + b - 2% + det(B) - 2%, unde a,b € R (2p), din
det(A+eB) =det(A) +a-e+b-e2+det(B)-&® = (det(A) + det(B) —b) + (a —b) - € R,

. J/

€R
rezultd cd a =b (2p).

Asadar, det(A — B) = det(A) — a + b — det(B) = det(A) — det(B) (2p).



1+a,
PROBLEMA 3. Fie sirurile (a,)n>1 §i (bn)n>1 definite prin a; = 1 §i a1 = ta

? n 2 17
vn+1
1 1 1
respectiv b, =1+ —+ —+ ... + —.
V2 V3 v
a) Sa se demonstreze cd lim a, = 0;
b) S& se demonstreze ci b, > \/n, pentru orice n € N, n > 2;
. +as+ ...+ ay,
c) S& se calculeze lim QLT 7 tn.
Barem de corectare.
1
a) Deoarece 0 < a, < 2, pentrun > 1 (1p), otinem ca < Apy1 < , de unde
) = = p - ( p) \/TL—H +1 \/n——i—l
rezultd cd lim a, =0 (2p);

n—oo

b) Inductie matematica (1p);

c) Deoarece sirul (b,),>1 este strict crescitor si nemdarginit (1p), pe baza lemei lui

Cesaro—Stolz, avem lim i1+ a2 2_ o F lim an1+l = lim (1+a,) =1 (2p).
n—oo n n—oo \/m n—oo

PROBLEMA 4. Si se determine valorile lui @ € N, pentru care sirul (z,),>1, definit prin
Ty = COS (m/ n? + an + 1) , este convergent.

Barem de corectare.

1
Deoarece x,, = (—1)" - cos (mv/n? + an +1 — nx) = (—1)" - cos (on+ ) = (=1)"-
vn?+an+1+n
(a—i—%)ﬂ (a—|— %)71’

(3p) si lim cos = cos %, rezulta cd sirul (z,,)n>1
\1+at+5+1 Ty 1+at+ L 41

este convergent la 0, daca a este impar (2p) si este divergent, daca a este par (2p).

COS

I Fiecare corector acords un numdir intreg de puncte;

2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 16.02.2019
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII - a

PROBLEMA 1. Se considera functia f : ((), g) — R, definitd prin f () = In(sinz) si F o

primitiva a sa. Sa se arate ca exista si este finita limita lin%F (x).
Tr—

>0
Barem de corectare.
_ , T - oS . _
Deoarece / In(sinz)dr =x - In(sinz) — / , dxr (2p), consideram functia
sin
T-CcosT T
T ; , T & <0, —>
g: |:07_> _>R7 g(l‘) = ST 2
2 1, z=0

care este continud, deci admite primitive (3p).

Fie G o primitiva a functiei g, cu F' (z) = = -Iln(sinz) — G (x), pentru x € (O, g) . Atunci,
deoarece liII(l)G (x) =G (0) e Rsi

x>0
cos T
In (si -

lim (x - In (sinz)) = lim In(sinz) _ lim SILL — _lim < —— - T cos x) =0,

20 70 1 a—0 1 2—0 \sin x

>0 >0 - z>0 T >0

x x
obtinem c& liI%F (x) =—-G(0) e R (2p).
>0
1 . . . T+HY o <
PROBLEMA 2. Se considera multimea G = (—1,1) si operatia x xy = T Sa se arate ca
Y
(G, *) este un grup comutativ si sd se calculeze limita sirului (z,),,, unde x, = g*x * ... *xx,
nz e —

de n ori

rzed.

Barem de corectare.

Demonstrarea faptului cd (G, *) este un grup comutativ (3p);

1 "o (1—2)"
Demonstrarea faptului ca z,, = (1+ x)n ( x)n (2p);
(1+x)"+(1—2)

Calculul limitei lim z,, (2p);

n—oo

()

T}Lr{)loxn = nhﬂr&%% = —1, pentru x € (—1,0);
- (52)"

lim z,, = lim z, = 1, pentru x € (0,1);

lim z, = 0, pentru x =

n—o0



PROBLEMA 3. Fie H; si H, doua parti stabile finite a lui C* in raport cu operatia de inmultire,

avand m, respectiv n elemente. S& se arate ca dacd (m,n) =

Barem de corectare.

1, atunci H; N Hy = {1}.

Deoarece H; si H, sunt parti stabile a lui C*, cu m, respectiv n elemente, rezulta ca H; =

Un={z€C*|z2"=1}si Hy=U, ={2€ C*|z" =1} (3p).

Dacd z € HiNHy = U,,NU,, atunci existd un k € {0, 1, ...

2kmr . . 2kmw 2k'm
astfel incat z = cos —— 47 sin —— = cos
m m n

(2p) . Asadar,

n
. (lmr k’w) ) <k7r kﬂ')
sin[ — — — ] -sin

m n m

koK
de unde obtinem: sin (— — —) T=0= — =
m n m

!/

sin

+17sin

3|>1

,m—1}siun k' €{0,1,....,n —1}

2km 2k . 2kw
& c0s —— = COS sisin — =
m n m

) (knr k’w)
cos| —+—| =0,
m n

=k =0=2=1 (2p).

PROBLEMA 4. Sa se arate ca daca f : R — R este o functie neconstanta si periodica, fara

perioada principala, atunci aceasta nu admite primitive si nu este integrabila pe niciun interval

[a,b] C R.

Barem de corectare.

Fie F' o primitiva a lui f si (T,) n>0 Ul gir de perioade a lui f, convergent catre 0.

Deoarece F'(x +T,) = f(z+T,) =

f(z) = F'(z),

deducem ca pentru orice n € N,

exista C),, € R, astfel incat F (zr+T,) — F(x) = C,, ¥V x € R. Pentru x = 0 obtinem

C,=F(T,)— F(0) (2p), de unde

@) = @) = i PEET) = F @) F(5) = F(0)

— F'(0) = £ (0).

Contradictie cu faptul ca f este neconstanta (2p).
In continuare vom demonstra ci f nu este integrabilf pe intervalul [a,b] C R.

Functia f nefiind constanta, rezulta ca exista 3,, 8, € Im f, astfel incat (5, # (5.

Daca (Tn)n20 este un gir de perioade a lui f, convergent catre 0, atunci pentru orice interval
de forma [,z + €|, unde x € R gi ¢ > 0, existd un 7,, astfel incat [z,x + T,| C [z,x + €] si
{81, B9} C f(z,2+T,). Asadar, {8, 85} C f(v,7+¢).

Fie A, = (zf, 27, ..., 2} ) un sir de diviziuni a intervalului [a, )], cu lim |A.|| — 0. Putem

alege sistemele de puncte intermediare " =

incat f(£7) =

integrabild pe [a,b] (1p).

' Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.

(€1.65,...&n ) si&m = ( T.E5, L&), astfel
L=f() =Bsif(E) == f (&) =8, (2p).

Deoarece o, (f,&") — (b—a) By, iar oa, (f, ") — (b— a) By, rezultd cd functia f nu este



