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Clasaa V - a

PROBLEMA 1. Intr-o clasi cu 35 de elevi, numsirul biietilor este cu 2 mai mare decat jumsitate
din numarul fetelor. Sa se arate ca cel putin patru fete sunt nascute in aceeasi zi a saptamanii si

cel putin doi baieti sunt nascuti in aceeasi luna a anului.
PROBLEMA 2.
a) Se considers numirul natural abc, cu suma cifrelor egald cu 25. Calculati suma cifrelor

numéarului abe + 1.

b) Pentru un numdr natural m, notdm cu S (m) suma cifrelor sale. Ardtati ca existd un numar

natural n, astfel incat S (n) — S (n + 1) = 2069.

PROBLEMA 3.

92019

a) S& se scrie numarul 201 ca o suma de 2019 numere naturale consecutive.

b) S& se scrie numarul 20192°!Y ca o suma de patru patrate perfecte nenule.

PROBLEMA 4. Scriem in ordine crescatoare numerele naturale de patru cifre diferite, care au

suma cifrelor 12. Aflati ce pozitie are numarul 2019 in aceasta scriere.

!Timpul efectiv de lucru este de 2 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteazi de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Fie numerele naturale nenule a, p si ¢q. Daca ap + 1 este divizibil cu ¢ si aqg + 1

—1
este divizibil cu p, demonstrati cad numerele p si ¢ sunt prime intre ele si a > pq+ .
pT4q

PROBLEMA 2. La un concurs de matematica, elevii au de rezolvat patru probleme. Pentru
fiecare problema se acorda cate un punct din oficiu. Pe langa punctele din oficiu, elevul mai
primeste puncte astfel: daca rezolva corect prima problema, primeste inca 3 puncte; daca rezolva
corect a doua problema, primeste inca 6 puncte; daca rezolva corect a treia problema, primeste
inca 12 puncte; daca rezolva corect a patra problema, primeste inca 24 de puncte. Nu se acorda
punctaje intermediare pentru rezolvari incomplete. Aratati ca daca doi elevi au acelasgi punctaj,

atunci cei doi elevi au rezolvat corect aceleasi probleme.

PROBLEMA 3. Pe un cerc sunt instalate 2019 becuri, dintre care 1010 sunt aprinse, iar restul
sunt stinse. Prin faptul ca un bec isi schimba starea, se intelege ca cel aprins se stinge si ca cel
stins se aprinde. Prin mutare, se intelege ca daca cineva atinge un bec, atunci cele doua becuri
vecine becului atins, isi schimba starea. Gigel isi propune sa facad mai multe mutari astfel incat sa

fie toate becurile aprinse simultan. Aflati daca poate sa faca acest lucru. Justificati!

PROBLEMA 4. Fie unghiul ascutit <DOFE, OM 1 OD si ON 1 OF, astfel incat
m (<MON) = 140°. Determinati masura unghiului <XOY', dacd OX este bisectoarea unghiului
IMOD si OY este bisectoarea unghiului <NOFE.

!Timpul efectiv de lucru este de 2 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteazs de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Si se arate c& {v/1} + {3} + {V/5} + ... + {V/49} < 18, unde {x} reprezintd

partea fractionara a numarului x.

PROBLEMA 2. Gasiti numerele naturale m si n pentru care

4n _n—2
om+3 m

PROBLEMA 3. Fie M si N mijloacele laturilor [AD], respectiv [DC| ale rombului ABCD,
BM N AC = {P},iar BN N AC = {T}.
a) Aratati cd M NTP este un trapez isoscel;

b) Daci AN N BD = {G} si GP L AB, demonstrati ca ABC'D este un patrat.

PROBLEMA 4. Pe laturile triunghiului ABC' consideram punctele M € (BC), N € (AC) si

MO NO PO

P € (AB), astfel incat AM N BN NCP = {O}. S& se arate c& VA + VB + 2ol 1.

!'Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteazs de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Fie ABCDA'B'C'D’ un cub, M mijlocul muchiei D'C’" ¢i DT | MC,T € MC.

a) Sa se arate ca DT 1 (M BC);

b) Daci distanta dintre dreptele AD si BM este ay/5, determinati lungimea muchiei cubului.

PROBLEMA 2.

a) Demonstrati ca /7y + ¥z +Vz2x <z +y+2z, ¥V x,y,z > 0.

b) Si se afle maximul expresiei v/ab + ac + v/ab + bc + vac + be, unde a,b,c > 0sia+b+c =
2019.

PROBLEMA 3. Cei 28 de colegi ai lui Gigel au venit in vizita la el. Gigel are un baton de
ciocolata sub forméa de paralelipiped dreptunghic, ABCDA'B'C'D’, cu AB =5 cm, BC = 3 cm si
AA’ = 4 cm, pe care doregte sa-1 imparta cu colegii gi fratele lui, astfel incat fiecare sa primeasca
un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile de 1 cm, 1 cm si 2 cm. Fratele lui fiind mai mic,
se grabeste si isi mananca portia, incalcadnd insa regula stabilita de Gigel. Stiind ca fratele lui
méananca doud cubulete, fiecare cu muchia de 1 ¢cm, unul cu un varf in A si celdlalt cu un varf in

B, aflati daca Gigel mai poate imparti ciocolata dupa regula stabilita de el initial.

PROBLEMA 4.

a) S se demonstreze ca restul impdartirii unui patrat perfect la 3, nu poate fi 2.

b) Fiea = v/p?2 + ¢ + r2 + 11 € Q, unde p, ¢ si 7 sunt numere prime, cu p < q < r. Sa se arate

ca p = 2, iar apoi sa se determine numerele ¢ si r.

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteazs de la 0 la 7.
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1 1 1
PROBLEMA 1. Fie z,y, 2z > 0 numere reale cu proprietatea — + — + — = 3. Sa se demonstreze
x

y oz
inegalitatile urmatoare:

a) v+y+z2>3;
b) (x+ 1)+ (y+ 1)+ (2 +1)° > 12.

1
PROBLEMA 2. Fie (a,),, 0 progresie aritmetica cu ratia pozitiva r gi primul termen a; > 7

Determinati partea intreaga a numarului

Az\/1+L+\/1+L+---+ l+—— n>2
a1as a2a3 ApAnt1

PROBLEMA 3. Pe laturile triunghiului ABC' se considerd punctele A; € (BC), By € (CA)
si C1 € (AB), astfel incat AA;, BB; si CCy sunt concurente. Cercul circumscris triunghiului
A, B1C} intersecteaza (a doua oard) BC, C'A si AB, respectiv, in punctele Ay, By si Cy. Aritati

v

ca:

a) ACy - ACy = ABy - ABs;
b) dreptele AAy, BBy, CCy sunt concurente.

PROBLEMA 4. In patrulaterul convex ABCD se noteazd cu G centrul de greutate al
triunghiului BC'D gi cu H ortocentrul triunghiului AC'D. Sa se demonstreze ca punctele
A, B, G, H reprezinta, in aceasta ordine, varfurile unui paralelogram, daca si numai daca G este

centrul cercului circumscris triunghiului AC'D.

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteazi de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1.

3 )
a) Sa se arate cd 3 < log, 3 < 3

b) S& se determine numarul natural n pentru care n < log, 3 + logs 4 + log, 6 + logs 8 < n + 1.
PROBLEMA 2. Determinati numerele reale a < 1 gi b > 0, pentru care ecuatia

24b+1
€/a+x+€/a—x:u
2 +b

are solutii reale.
PROBLEMA 3. Consideram familia de functii f, : N — I', f,(n) = cosna + isinna, unde
acRsil'={2z€C||z/=1}.

a) Demonstrati ca f, nu este surjectiva, pentru nicio valoare reald a lui «;

b) Demonstrati ca oricare ar fi m € N*, exista o € R, astfel incat imaginea functiei f, si aiba
3 ) ) 3

m elemente;

c) Demonstrati ca oricare ar fi & € R, functia f, este sau injectiva sau periodica.

PROBLEMA 4. Consideram triunghiul ABC' cu varfurile de afixe a,b, ¢, cu |a| = |b| = |¢| = R.

Inaltimea dusa din varful A intersecteaza cercul circumscris triunghiului in punctul D, de afix d.

a) Exprimati d in functie de a, b, ¢;

2k 2k

b) Fie mutimea R, = {zk =R <cos—7r —i—isin—W) 0<k<n-— 1} ,unden > 5 este impar
n n

sifie k, 5,0 € {0,1,...,n — 1} fixate, doud cate doud distincte, astfel incat a = z, b = zj,

c = z;. Este posibil ca d sa fie element al multimii R,,? Justificati raspunsul.

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteazi de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Se considerd matricele A € M3(R) si C = A — A"

a) Sa se demonstreze ca det(C') = 0;

b) S& se arate ca daca tr(A4?%) = tr(A - AY), atunci C' = Os.

14
PROBLEMA 2. Fie matricele A, B € M3(R) gi e = L\/g

det(A + eB) € R, atunci det(A — B) = det(A) — det(B).

€ C. Sa se demonstreze ca dacs

1+a,

PROBLEMA 3. Fie sirurile (a,)n>1 §i (bn)n>1 definite prin a; = 1 §i a1 = .M
- - vn—+1

tiv b, =1+ ! !
respectiv 0, = — —=
vn

1
+—+...+
V2 V3

a) Sa se demonstreze ca lim a, = 0;

n—oo

b) S& se demonstreze ca b, > \/n, pentru orice n € N, n > 2;

c¢) S4 se calculeze lim 1t o Z e

PROBLEMA 4. Si se determine valorile lui @ € N, pentru care sirul (z,),>1, definit prin

Ty = COS (7‘[‘\/ n? +an + 1) , este convergent.

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteazs de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Se considers functia f : (o, g) — R, definiti prin f(z) = In(sinz) i F o

primitiva a sa. Sa se arate ca exista si este finita limita hII(l)F (x).
>0
r+y

1+ a2y
(G, %) este un grup comutativ si sa se calculeze limita sirului (z,,),-,, unde x, = g+ T * ... x z,
> N

PROBLEMA 2. Se considera multimea G = (—1,1) si operatia x xy = . S4 se arate c&

de n ori

z e (.

PROBLEMA 3. Fie H; si Hy doua parti stabile finite a lui C* in raport cu operatia de inmultire,

avand m, respectiv n elemente. Si se arate cd daca (m,n) = 1, atunci H, N Hy = {1}.

PROBLEMA 4. Sa se arate ca daca f : R — R este o functie neconstanta si periodica, fara
perioada principala, atunci aceasta nu admite primitive si nu este integrabila pe niciun interval

[a,b] C R.

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteaz# de la 0 la 7.



