Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati

17 februarie 2018
Clasa a XlI-a

Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzator.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru

rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr.
probleme

Solutie, rezolvare

Punctaj




a)

11+4-47) =2, +0, V7, ay.by € Z= (11-4-47) =2, b, VT;

(11+4:47)

( )n a+b«/_
(12- 4\/_)n a, b, 7
(11+447) =2 (11 4\/_)
(114 4N7) =(
(

1-(11-4:47) €(0,0)

2-a,-1)eZ =

(
(11+4-\/7)n ~(2-a, —1)+(1—(11—4-\/7)”j
{(11+4-ﬁ)"}=1-(11-4-ﬁ)”.

1 1
lim {(11+4-\/7)n;(11-4'ﬁ)n = lim (1—(11—4-ﬁ)")(11—4«ﬁ)” e
Metoda 2.

Avem (1144:-7) +(11-4:7)" €Z, (¥)neN sicum
(11-4-47)" €(0.,1) deducem ca

{(11+4-\/7)n}=(11+4.ﬁ)" +(11-447) -1

1—(11—4~ﬁ)” =(11+4.\/7)n —{(11+4-\/7)”}:>

n—o0 n—o0

b) Evident Tr(X)=Tr(A-B-B-A)=Tr(A-B)-Tr(B-A)=0.

X € M, (R), deci din ecuatia Hamilton-Cayley, obtinem :
X% —1,=0, sau (I,—X)-(I,+X)=0,.

Daca presupunem cé |, — X este inversabild, obtinem I, + X =0,

sau X =—I, = Tr(X)=-2=0, fals.
Deci I, — X nu este inversabila.

=(11+47) +(11-47) =2.8, 2=

lim {(11+4w/7)n}(11—41'47)n = lim (1—(11—4«/7)”)(11—41-47)” —e
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Dam succesiv valori lui x >11n inegalitatea din enunt:

-a<f(l)<a

a’< f(Z)Sa2

N, N~

%-a” <f(n)<a"

Tnsumand aceste inegalitati,obtinem:

1 n k n n K 1 an _1 n an _1
=) af <y f(k)<da“ e a <> f(k)<a- SN
2\ k=1 k=1 2 a-1 3 a-1
nl.i.{‘/a”_1<a < f a -x”fa”—l;(l)

2 a-1 a-1

lim p N TR, Ya" -1 = lim n,/ Na"-1=a (2)
nowo\2 a— n—w \{a—-1

T. clestelui

Din 1,2 = lim a, =a=>sirul (&,) , este convergent cu limita a

N—o0
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Notim X? =Y =Y = I, Y = —1,,Y2 =1,

Din Y% = I, = detY € {-11}. Alegem detY=-1.

= din ecuatia lui Cayley — Hamilton:

YZ-Tr(Y)-Y +det(Y)1,=0, =

I, =Tr(Y)-Y =1,=0,=Tr(Y)=0;

;;tg:)_zlo}:Y =(i _ba), -a°-b-c=-1<b-c=1-a

a 1l-a

Alegemb=1-a, c=l+a=Y :[ j care verifica

l+a -a

Y #+£l,Y2=1,aeC,

a 1l-a

DinXZ:Y:>X2=( j:detXe{ii}.

l1+a -a
Alegem det X =i.

X € M, (C) si conform ecuatiei lui Hamilton-Cayley =

XZ-Tr(X)-X +det(X)-1,=0,

(1ja l__aaj—Tr(x)-x{(i) (,)]:(8 8} sau

a+i l-a
l+a -a+i

. a+i l-a .
Alegem Tr(X)=1+i= [=(1+i)- X sau
1+a -a+i
1 a+i l-a
X:—_' . ,aEC.
1+i1 \1+a -a+i

deci ecuatia are o infinitate de solutii in conditiile date.

j:Tr(X)-X =Tr?(X)=2-ioTr(X)e{l+i,-1-i}.
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Solutie:
a)Demonstram prin metoda reducerii la absurd: presupunem ca Ig3 e Q =

exista m,n e N* astfel incat lg3=m =10" =3"=10:3, fals.
n

b) Evident 2018 # 3", ne N.
Pentru ca primele patru cifre ale lui 3" si fie 2018 este necesar si existe
k € N astfel ca: 2018-10F <3" < 2019-10%. (1)

Logaritméand in baza 10, obtinem:
Ig2018+k <n-lg3<lg2019+k < 1g2018 <n-lg3-k<lg2019.

T.Kronecker

Deoarece Ig3e R-Q =  multimea A={n-lg3—k/n,k e N} este densa
in R, deci A va avea cel putin 1 element ( de fapt o infinitate) Tn intervalul
[192018,192019), deci existd n,k € N pentru care are loc inegalitatea (1).
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