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Clasa a X-a

Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzitor.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
probleme
a)Metoda 1.
Conditii: 27* -1>0 < x &(0,). 1p
27 —1=8'(+)
Notam logg (27X —1): log,; (8X +1) =to = L
8X+1=27" P
27* +8* = 27" + 8!,
Cum functia f:R — (O,oo), f (X)= 27% + 8% este strict crescatoare, 1p
deci injectiva, avem f (x)=f (t)
= X=t;
L Atunci obtinem ecuatia: 27* —1=8*. 1p
Tmpartind ecuatia prin 27%, se obtine:
X X
)3
27 27 1p
8 Y (1)
Fie functiag(x)=| — | +| — | , Xx>0;
ina(0~(z) +[57)
Din g functie strict descrescatoare, deci injectiva, 1p
obtinem ca ecuatia are cel mult o solutie.
1 1
Observamca g (8 . 1 3=g+l=1:>x=lsolu‘;ie. 1p
3 27 27 3 3 3




Metoda 2.

Consideram functiile f : ( )= R, f(x)=logg (27X —1) si
g:R—(0,%), g(x)=log,, (8X +1)

Avemf og=1; sigo f= 1(0 )’ f, g functii strict crescatoare.

Daca f (x)>x, x>0=x=(g° f)(x)>g(x). Asadar, g(x)<x < f (x) (fals).
Daca f (x)<x, x>0=>x=(g° f)(x)<g(x). Asadar, g(x)>x> f (x) ( fals)
Daci f (x) = X < logg (27" ~1) = x & 27" ~1=8" < 27" = 148"

(3] (3]

8\ (1)
Fie functia h(x):(fj J{Ej , X>0;

Din h functie strict descrescatoare, deci injectiva, obtinem ca

ecuatia are cel mult o solutie.

1 1
Observam ca h L8 3+ 1 323 l—1:>X—lsolu‘;1e.
3 27 27 3 3 3




Metoda 1.Are loc egalitatea: ‘zi —zj‘2 =(z-2;)(z-2;)=(x —zj)-(z_i—z_j):

I' i i'Zj—ZJ"Zi"FZJ"ZJ‘:

2 |2 — = — . =
|Zi| +‘ZJ“ —(Zi~2j+Zj-Zi)=2—(Zi-Zj+Zj~Zi).
2 2 2
23— 2,|" +|z, - 23 +[z3 -3 <9 &
(21—22)'(2_1—5)+(23—22)'(2_3—5)+(21—23)'(Z_1—Z)39<:>
6—(21-Z+22-z_1+22-z_3+23-5+zl-z_3+z3-z_1)s9<:>
6—(zl-zl+22-22+z3-23+zl-zz+22-zl+22-z3+23-zz+zl-23+z3-zl)+(zl-zl-
6—(21-2_1+22-Z+z3-g+zl-5+zz-z_1+22-g+23-5+zl-g+23-z_1)+3£9c
(zl-z_1+22-Z+23-£+21~Z+22-z_1+z2-g+23-5+zl-g+23-z_1)20<:>
(zl+22+23)-(z_1+5+z_3)20<:>(zl+22+z3)-(zl+22+23)20<:>
2 <

|2+ 2, + 25" > 0, adevarat.

. 2
Egalitatea are loc pentru |z + 7, + 23|  =0= 7, + 2, + 23 = 0.
Observatie: Fie punctele A,B,C cu afixele respectiv z, z,, z5.
Egalitatea are loc cand zg =0 <
centrul de greutate G = O —centrul cercului cirgumscris AABC =

aABC este echilateral.
Metoda 2.Fie punctele A,B,C cu afixele respectiv z;, z,, z5.

Atunci AB=|z; - 7,|, AC=|z—25,BC =23 2,|;

Atunci relatia |z — 22|2 +|zp - 23|2 +|23— zl|2 <9

AB® + AC* +BC* <9 (1)

Daciz; =z, & A=B

Atunci relatia (1) < AC? < %, adevarat (raza cercului este 1).

Daca z;, z,, z3 sunt diferite, atunci punctele A,B,C formeaza un triunghi.
Avem AB=2sinC,AC=2sinB, BC=2sinA.
Atunci relatia (1) <> sin® A+sin® B+sin®C < % &
1-cos2B 1-cos2C _9
+ <—-S
2 2 4

sin® A+cos A-cos(B-C) <

sin? A+

=

cos? A—cosA-cos(B—C)+ >0

Nl MO

(cosA—%-cos(B—C))2 +%-sin2(B—C)20 (A).

Egalitatea are loc pentru B=C si cosA :3 % =

~ABC este echilateral sau z; +z, + 23 =0.

2p

1p

1p

2p

1p




a)a, =1+a = a,—a =17

Pentrun >2 obtinem a,,; —a, =1+a -a,-...-a, —a, =
1+a,-(a-ay-..capg—1)=

1+(1+a -8y .-apy) (g -ay-rap g —1) =

l+(a1-a2-...-an_1)2 —1:(a1-a2-...-an_1)2.

b)Conform punctului a) = a,,; —a, = (- a, -...-an_l)2 (V)n=2si
%—q:ﬁ

Alegem a = a =1si definim sirul (a,) ., cala punctul a).

Dand valori lui n, obtinem:
2 —
(al'aZ'---’an) =8pi2 ~an41

(a2, "-"anfl)z =8p1 —ay

af =ag—2

l=a,-a

Adunand, obtinem 1+a7 +...+ (8, -a, -...-an)2 =an,, —a;(1)

Notdm X; =@y, X, =8 -8y,..., Xy =81 -8y -... 8y}

Evident x;, Xo,.., X, >0 51 X <Xy <...< X

Calculam (1+%)-(1+ X )-...-(1+ %, ) =
(1+a)-(1+a-ay)-..-(l+a -8y -@y)=ay--@pyy =18y Bpyg =
88yt 8nyg =8pp — 8y,

Cu notatiile facute, egalitatea 1 se scrie:

X2 X2 Aot Xn? +1= (14 %) (14 Xp ). (14 X, ) si acest lucru arata ca ecud

nenula cu componente distincte in multimea numerelor naturale.

1p

2p

1p

1p

1p

1p




Dacaa, b, ce(0,1) saua, b, ce(1,0)=log,b>0, log,c>0, log.a>0.

Evident log, b-log, c-log. a _lgb lgc lga
lga lgb Igc
Aplicam inegalitatea mediilor scriind fiecare termen al expresiei astfel:

Iogab_— Iogab+ Iogab+ Iogab+ Iogab+ Iogab+ -log, b
1 1 1
log?, ¢ ==-log?, c+=-log®, c+=-log?, ¢
9 3 9 3 9b 3 9

3 1 1
Iogcazzlogca+ -log?, a;

Atunci E(a,b,c) este suma a 6+3+2=11 termeni pozitivi;
Aplicam inegalitatea mediilor pentru cei 11 termeni, obtinem:

E(a,b,c) 211~1€/(%]6 -log®, b(%)a -log®, c(%f log®.a <
caneeny (1] (1) =

E(a,b,c)>11-1

11

= minE(a,b,c)=

28.3
Egalitatea are loc pentru termeni egali =

1 1 2 1 3
—-log,b==-log“,c==-log”.a=k, k>0.
5 Ja 3 0 5 0%

3
—p=a®%:c=pV3.g=c¥?

Prin Tnlocuire, se obtine :
1

a= bk _ ek 5 L 1

6:/3-32 _1#/28.39'
3

3
) 132 3 lff
Tripletele (a,b,c) suntde forma | a, a¥®> %, a2 |,

[N

€(0,1) sauae(1,).

1p

1p

2p

1p

1p

1p




