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CLASA a XI-a 

 
1.  (7p)  Fie ( ) 1n n

x
≥

 un șir de numere reale din intervalul ( )0,∞  și *
1 2 ... ,n ny x x x n= ∀ ∈ℕ . 

Dacă 1 2 11 ... , , 2n
n ny y y y n n n−+ + + + = ∀ ∈ ≥ℕ , arătați că lim 2nn

x
→∞

= .  

Dan Popescu 

Soluţie.   Evident 
1

, , 2n
n

n

y
x n n

y −

= ∀ ∈ ≥ℕ . 

 Pentru orice număr natural n, 2n ≥  avem 1 2 11 ... n
n ny y y y n−+ + + + =  și 

1
1 2 1 11 ... 1n

n n ny y y y y n+
− ++ + + + + = + . Scăzând membru cu membru aceste două relații obținem  

1
1 1n n

n n ny y n y n+
+= + −  de unde rezultă că 1

1

1

1

n
n

n
n

y n
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+

+=
+

, adică 1 1

1
, , 2

1

n

n n

n
x n n

n
+ +

+= ∀ ∈ ≥
+

ℕ . 

Cum lim 1n

n
n

→∞
=  rezultă că 

11 1 1 1
lim lim 2

1

n

n nn n

n
x

n

−

→∞ →∞

+ − += = = . 

 
Barem. 
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n
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x n n

y −

= ∀ ∈ ≥ℕ  1 p 

 1 1

1
, , 2
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+= ∀ ∈ ≥
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ℕ  3 p 

 Finalizare 3 p 
 
2.  Se consideră matricele ( )2,A B M∈ ℝ  care satisfac relațiile ( )33

2A AB I= = . 

a)  (2p)  Să se demonstreze că ( )3

2BA I= . 

b)  (5p)  Dacă, în plus, 2A I≠ , 2B I≠  și AB BA=  să se arate că ( )( )2
2B A B A O− − = . 

Cătălin Țigăeru 

Soluţie.   a)  ( )3

2 2AB I ABABAB I= ⇒ = . Înmulțind la stânga cu 2A  și la dreapta cu A obținem 
3BABABA A= , adică ( )3

2BA I= . 

 b)  Deoarece AB BA=  rezultă ( )3 3 3AB A B= , iar din ( )33
2A AB I= =  deducem că 3

2B I= . 

Trecând la determinanți obținem ( )3
det 1B =  și cum ( )2B M∈ ℝ  rezultă det 1B = . 

Din relația Cayley-Hamilton avem ( )2
2 2B tr B B I O− + = . Prin înmulțire cu B se obține 

( ) 2
2 2I tr B B B O− + = . Scăzând aceste relații ajungem la ( )( )( )2

21 tr B B B O+ − = . 

 Dacă ( )1 0tr B+ ≠  ar rezulta că 2B B=  și cum 3
2B I=  s-ar obține 2B I= , imposibil! 

Deducem că ( ) 1tr B = −  și din relația Cayley-Hamilton obținem 2
2 2B B I O+ + = . 

 Similar se obține  2
2 2A A I O+ + = . Scăzând relațiile și ținând cont că AB BA=  obținem 

( )( ) ( )( )2 2 2
2 2 2 2B A B A O B A B A I O B A B A O− + − = ⇒ − + + = ⇒ − − = . 

 



Barem. 

a)  ( )3

2BA I=  2 p 

b)  3
2B I=  și det 1B =  2 p 

     ( )( )( )2
21 tr B B B O+ − =  și ( ) 1tr B = −  2 p 

     Finalizare 1 p 
 
3.  Fie  A şi B două matrice pătratice de ordinul n aşa încât  şi n nAB A I BA B I= + = + . 

a)  (5p)  Arătaţi că A B= . 
b)  (2p)  Daţi exemplu de matrice cu proprietatea din enunţ. 

Mihai Piticari, Vladimir Cerbu 

Soluţie.     a) ( ) ( ) ( ) ( )det det 1 det 0n n n nAB A I A B I I A B I A= + ⇒ − = ⇒ ⋅ − = ⇒ ≠ ⇒  

A  este inversabilă și 1
nA B I− = − . Din ( )1

n n n n nA A I B I A I BA A I BA A I− ⋅ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ = + . 

Dar n n nBA B I A I B I A B= + ⇒ + = + ⇒ = . 

 b)  Cum A B= , relaţiile din enunţ devin 2 .n nA A I O− − =   

Luăm 2, unde  este o soluţie a ecuaţiei 1 0nA I x xλ λ= − − =    
1 5

2
λ
 ±=  
 

. 

Atunci 2 2
nA Iλ=  și ( )2 2 1n n nA A I I Oλ λ− − = − − = , deci nA A A I⋅ = + . 

 
Barem. 
a)   ( )det 0A ≠   2 p 

     1
nA B I− = −   1 p 

     1
n nA A I BA A I− ⋅ = ⇒ = +   1 p 

      Obține A B=   1 p 
b)   Construcția unui exemplu 2 p 
 

4.  (7p)  Fie ( ) 1n n
x

≥  un șir de numere reale. Calculați 4 4

1 1

lim sin cos
n n

i i
n

i i

x x
→∞ = =

 + 
 
∑ ∑ . 

Dumitru Crăciun 
Soluţie.   Pentru orice număr natural nenul i  avem 

 ( )24 4 2 2 2 2 21
sin cos sin cos 2sin cos 1 sin 2

2i i i i i i ix x x x x x x+ = + − = − . 

Cum 2sin 2 1ix ≤  rezultă că 21 1
1 sin 2

2 2ix− ≥ , deci 4 4 *1
sin cos ,

2i ix x i+ ≥ ∀ ∈ℕ . 

Pentru orice număr natural nenul n avem ( )4 4 4 4

1 1 1 1

1
sin cos sin cos

2 2

n n n n

i i i i
i i i i

n
x x x x

= = = =
+ = + ≥ =∑ ∑ ∑ ∑ . 

Cum lim
2n

n
→∞

= ∞  rezultă că 4 4

1 1

lim sin cos
n n

i i
n

i i

x x
→∞ = =

 + = ∞ 
 
∑ ∑ . 

Barem. 

 4 4 21
sin cos 1 sin 2

2i i ix x x+ = −  2 p 

4 4 *

1 1

sin cos ,
2

n n

i i
i i

n
x x n

= =

+ ≥ ∀ ∈∑ ∑ ℕ  3 p 

Finalizare 2 p 
 
Notă:     Orice altă soluţie corectă se va puncta corespunzător. 


