OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
SUCEAVA, 19 februarie 2017
BAREM DE CORECTARE S| NOTARE-CLASA aX-a

1. a) (3p) Sa se determine numerele naturalgpentru care nuanul A= \/5+\/5 +\/5—J5 este nurir

natural.
J2++/a
NEN

b) (4p) S& se determine numerele naturalesi b pentru care nuanul este nurdr raional.

Solufie: @) 5-+/a= 0~ al{0,1,...,2b.

A% =10+ 2/25-a AON, deci25-a si A? sunt [atrate perfecte.
a=16 este unica valoare pentru care se verifierira.

b) Fie m,nON" doui numere naturale prime intre ele pentru cégeﬂ =
3 +\/B n

n(vZ+a)=m(v3+1b) = nV2-my/3=mvb-nVa= (m2-m/3" =(mvb-n/a)’ -
= an’ +bm? - 2mn'/ab = 3m?+ 2n%- 2/6m - 4\/76—\/5)mn: &’ + B%-an’-bm?
Este necesar cd6 =+/ab ~ ab=6 = (ab)0{(1.6 (2.3 ( 3. R( 6)}.

Dupa verificari obtinem a=3,b = 2.

Barem:

a)5-Ja20- al{0,1,..,2b 1p
A% =10+ 2/25-a AON, deci25-a si A? sunt [atrate perfecte. 1p
a=16 este unica valoare pentru care se verifierira. 1p
b) Demonstreaizca ab =6 3p
Determiri numerele 1p

2. (7p) Fie n un nunir natural nenu$i Xx,y,z numere realex,y,z0(0,1) saux,y,z0(1,»). Aritati ca:
3
log . y+ Iogynx z+ IogZny X=—

n+1
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Solusie. Notim a=log, x,b=log, y ¢ = log, z, undea J(0,1) saua 0(1,+w) astfel incata,b,c> 0.

Inegalitatea devine a_4 b - 5 3 . Folosind CBS sub forma Titu Andreescuiném:
nc+b na+c nb+a n+1
a b c a2 b2 c? (a+b+c)’
+ + = >

= + + >
nc+b na+c nb+a nca+ba nab+cb nbc+ac (n+1)(ab+bc+ca)

Suficient & demonstim ci (a+b+c)’ 23(ab+bc+ca) = > a2y ab = > (a—b)* 20, adevrat.
Egalitatea se alme pentrua=b=c, ceea ce atrage dupine condia x=y=z.

Barem.
Scrie inegalitatea sub forma > + b TR 3 2p
nc+b na+c nb+a n+1
a b c a’ b? c? (a+b+c)’
+ + = + + > 3p
nc+b na+c nb+a nca+ba nab+cb nbc+ac (n+1)(ab+bc+ca)
Finalizare(a+b+c)’ 23(ab+bc+ca) = > a?2> ab = > (a-b)* 20 2p
3. (7p) Fie z,z,,z, numere complexe distincte, de modul 1atéi ci dac Re(zlz_2+ zzz_3+23?1) =—§,

atunci acestea sunt afixele varfurilor unui triungthilateral.
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Solusie. |z =|z,|=|z) =17 =2 mi =13
4
Z 427 3 _ .5 == Z 72, 2 .2,.2 .2
Relzz,+2,2,+2,2,)|=-= = zZ,*z2Zz,*2 72 +Z z2Zr3e 2+2+2+2+23+"143=0+
(az+ 2,2+ 22) =7 2#2F#2EF2EF2EF B Trte et

(zl+zz+zg)(1+i+—1J=0 = |z+2,+2) =0=2z+2,+2,= 0, de unde deduceni @, z,,z,sunt

z1 ZZ ZB
afixele varfurilor unui triunghi echilateral.
Barem.
|1z =|z| =|z|=1= 7 =Z,D|:1,3. 1p
Demonstreaz z, +z, + 2, =0 5p
Finalizarez, z,, z,sunt afixele varfurilor unui triunghi echilateral. 1p

4. (7p) Sa se decid dadi exist fundii f:(0,0) - (0,0) care satisfac refia:
f(1 () = ¥ () DxyO(0e).
Solusie. Pentruy =1, f(f(x))=f (&),
Demonstim ci f este aplicae injectiva.

Daci f(x)=f(x,),atuncif(f(x))= f(f(x,)) s f(eXZ)zf(exl).
Apoi, pentru(x,y) =(x,%,) si (x.y) =(x,,%) In relaia enunului, se ofin: f (f (xx,))=xT (e*), darsi

OxOR.

F(f(x%))=xf(e"), adia xf(e*)=x,f (). Atunci x, =x,, adici f este injetie, ceea ce asigir

f (x) =€, OxO(0,), ori restrigia exponetialei nu verifici enunul.

Barem.

Pentruy =1, f(f(x))z f(ex),DxDR 1p
Demonstreazca f este aplicae injectiva 4p
Determiri f (x)=€*, Ox0(0,0) 1p
Verificaresi finalizare 1p

Nota: Orice alta solugie corectad se va puncta corespunzitor.



