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1. Fie (GE)] un grup finitsi a un element fixat dis. Dad exist o fungie surjectia f:G - G cu
proprietatea f (x°) = f (axa), OxG, si se demonstrezéic

a) (5p) (G, este grup abelian;

b) (2p) exist un nundr naturalk astfel incatord(G) = 2.

Dumitru Craciun
Soluzie. a) Deoarecds este muime finita si functia f :G — G este surjectivrezuléi ca f estesi

injectiva. Din f (x°) = f (axa), OxOG oltinem x° =axa, OxOG (1).
Fie e elementul neutru dit. Pentrux =e, din relaia (1) se oline a* =e.

Pentru oricex JG avem(xa)’ =a(xa)a=ax. Dar
(xa)’ = (xa)(xa)(xa) = x(axa) xa = = xxa = x*a , deci x’a = ax. Compunand la dreapta awhtinem
x° =axa, adici x*> =x?, decix* =e. Din x* =e, OxOG rezuli x=x", OxOG.

Oricare ar fix,y0G avemxy =(xy) " =y*x*=yx = (G, este grup abelian.
b) Daci G={¢ atunciord(G)=1= 2, decik=0.
Daci G#{¢ fie p un divizor prim al luiord(G). Din teorema lui Cauchy rezilti G cortine elemente
de ordinp, adia [(X[JG cu ord(x) = p. Din x* =e deducem& p/2 si cump este prim rezuit p=2.
In concluzie exigt un nunir naturalk astfel incatord(G) = 2.

Barem.

a) ohine relaia (1) 1p
demonstreaza’® = e 1p
oltine x> =e, OxOG 2p
finalizare 1p

b) demonstredizord(G) = 2 2p

2. (7p) Pentru inelul( A, +,0) se considercentrul §u Z(A) ={xOA/ xy=yx, OyOA} si grupul
unitatilor inelului U (A) ={xOA/ yOA al.yx=xy= 1. Dac a,b,c0Z(A) si b+b0OU (A), iar
(ax2 + bx+c) y= y(ax2 + bx+c), Ox,yOA, si se demonstrezei @ este inel comutativ.

Dan Popescu
Solufie. Din enumrezulti ci ax®y +bxy +cy = yax® + ybx+ yc, [x,yO A, de unde
obtinemax®y +bxy +cy = ayx” +byx+cy, [x,yOOA sau  ax’y+hbxy = ayx’ +byx,
Ox,yO A (1).



in relaia (1) se inlocuige x cu —x si se ohine  ax?y—bxy = ayx*—byx, Ox,yOA (2).
Scizand reldile (1) si (2) se deduceiac (b+b)xy=(b+b)yx, Ox,yOA.

Cumb+b0U (A) rezulé (b+b) ™ (b+b)xy=(b+b) " (b+b)yx, Ox,yOA adic xy=yx, Ox,yOA.
Barem.

Obtine relaia (1) 2p
Obtine (b+b)xy =(b+b) yx, Ox,yOA 3p
Finalizare 2p

1
X%, x<0
3. FiemOR sifuncia f:R - R, f(x)={m , x=0.
xlnx, x>0

a) (3p) Sa se determine valorile lum pentru caref admite primitive.
b) (4p) Pentrum=0 determind o primitiva F a fungiei f cu proprietateaécF(O) =0.

*k*
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Solugie. @) Avem lim— =lim = =0 si lim xIn x=lim — =lim —-=0.
x-0 ¥ Yoo ey X-0 X-0 1 X-0 l
x<0 x>0 x>0 — x>0 -
X X

Cum f(0-0)=f(0+0=0= O limf (x)=C.
Daci mz0 = f (0) # 0 = x= (O este punct de discontinuitate detspepentruf —
f nu are proprietatea lui Darboux f nu admite primitive.
Dacgi m=0= f(0) =0, decif este continéiin 0. Cumf este continiipe (~,0) si pe (0,)

rezuli ca f este continipe R = f admite primitive.
1

X2, x<O0
b) Pentrum=0 avem f (x) =<0 ,  x=0 si conform punctului a) fun@ f admite primitive.
xInx, x>0

1
X 1

Pentrux(-c,0) avem J'%dx: —ex+C (1),
. X x?
iar pentruxJ(0,e) avem jxln xdx=EIn x—7+C (2).
Din relaiile (1) si (2) rezult ca o primitiva F a lui f cu proprietated (0) = 0 va fi de forma:
1
—ex +k, , x<0
FIR-R, F(x)= 0 , x=0.
2 2
Xinx-X 4k, , x>0
2 4

Fungia F trebuie 4 fie continui in 0, deci F(0-0)=F(0+Q=F(Q = k=k,=C



Tinand cont de retile (1) si (2) si folosind corolarul teoremei lui Lagrange penttudsul
derivabilititii unei funaii intr-un punct se verificimediat & funcia

1
—ex , X<0
F:R-R, F(x)= 0 , Xx=0 este primitiva futas.
2 2
X—In x—X— , x>0
4

Barem.

a) Arafi ci Dlxlm)f(x)zo 1p
Demonstredizca pentrum# 0 funaia f nu admite primitive 1p
Demonstredzca pentrum=0 fungia f admite primitive 1p

1
—ex+k , X<O0
b) F:R - R, F(x)= 0 , X=0 2p
2 2
X n x—x—+k2 , x>0
2
Finalizare 2p
. . 2 asin? x+b cog x T
4. (7p) Fie a,b> 0. Aratati ca : dx=>—.
(7p) % J(;bsm2x+aco§x 2

lon Bursuc

P 2
. . asin’ x+b cog x
Solusie. Fiel = —
bsin® x+a cog x

o| asin’ (727— yj+b co§(727— yj

dx . Cu schimbarea de variabily :g— X oltinem

O |y

dy = |= bsin® x+a co$ x
7| bsin® E—y +acod E_y * asin’ x+bco$x
2 2 2

Folosind inegalitatea +v = 2y/uv ,0u,v > 0 obtinem

— |y

asin®x+bcogx b sifx+a codx a sitx+b c&xdn sin+a cos _ T
— + >2 : =2, 0x0| 02 |,
bsin?x+acosx a sifx+b cosx b sitx+a cdx a sim+b cos

n in2 + i + n
Y :J.Z as.lnzx bco§x+b SI.I?IX a cosx o > J'22dx: T T
o | bsin?x+aco$x a sifx+b cosx 0 2 :
Barem.
212
Demonstreax | :J-bS|_n2x+aco§de 2p
. asin’ x +b cos x
— :
Demonstreas as.|n2x+bco§x+b S|.r°|x+a co%xzz, DXD{O,E} 3p
bsin®x+aco$x a sifx+bcos’x 2
Finalizare 2p
Notd:

Orice alta solugie corecta se va puncta corespunzator.



