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Bareme 

Subiectul 1. 

 Din 𝑎 + 𝑏 = 𝑛 obținem că 𝑎 = 𝑛 − 𝑏 și atunci avem:   
   𝑎2 + 4𝑛𝑏 = (𝑛 − 𝑏)2 + 4𝑛𝑏 = 𝑛2 − 2𝑛𝑏 + 4𝑛𝑏 + 𝑏2 = 𝑛2 + 2𝑛𝑏 + 𝑏2 = (𝑛 + 𝑏)2 

Prin urmare,  𝑎2 + 4𝑛𝑏 =  (𝑛 + 𝑏)2 =  𝑛 + 𝑏 = 𝑛 + 𝑏 

4p 

 Analog,  𝑏2 + 4𝑛𝑎 = 𝑛 + 𝑎 , de unde  

 𝑎2 + 4𝑛𝑏 +  𝑏2 + 4𝑛𝑎 = 𝑛 + 𝑏 + 𝑛 + 𝑎 = 3𝑛 

3p 

 

Subiectul 2. 

 (𝑎 + 2𝑏 + 3𝑐)2 = 9 = 3(2𝑎𝑏 + 6𝑏𝑐 + 3𝑎𝑐) ⇒ 
⇒ 𝑎2 + 4𝑏2 + 9𝑐2 + 4𝑎𝑏 + 12𝑏𝑐 + 6𝑎𝑐 = 6𝑎𝑏 + 18𝑏𝑐 + 9𝑎𝑐 ⇔ 
⟺ 𝑎2 + 4𝑏2 + 9𝑐2 − 2𝑎𝑏 − 6𝑏𝑐 −  3𝑎𝑐 = 0 ∙ 2 ⇔ 
⟺ 2𝑎2 + 8𝑏2 + 18𝑐2 − 4𝑎𝑏 − 12𝑏𝑐 − 6𝑎𝑐 = 0 ⇔ 
⟺  𝑎2 − 4𝑎𝑏 + 4𝑏2 +  4𝑏2 − 12𝑏𝑐 + 9𝑐2 +  𝑎2 − 6𝑎𝑐 + 9𝑐2 = 0 ⇔ 
⟺  𝑎 − 2𝑏 2 +  2𝑏 − 3𝑐 2 +  𝑎 − 3𝑐 2 = 0 ⇔ 
⟺ 𝑎− 2𝑏 = 2𝑏 − 3𝑐 = 𝑎 − 3𝑐 = 0 ⇔ 
⟺ 𝑎 = 2𝑏 = 3𝑐                              

5p 

 Folosind relația 𝑎 + 2𝑏 + 3𝑐 = 3 obţinem 𝑎 = 2𝑏 = 3𝑐 = 1, de unde a=1, 𝑏 =
1
2
 și 𝑐 =

1

3
 1p 

 1

𝑎
+

1

𝑏
+

1

𝑐
= 1 + 2 + 3 = 6 ∈ ℕ. 1p 

Soluţia 2 

 (𝑎 + 2𝑏 + 3𝑐)2 = 9 ⇒ 𝑎2 + 4𝑏2 + 9𝑐2 + 4𝑎𝑏 + 12𝑏𝑐 + 6𝑎𝑐 = 9 
Dar 4𝑎𝑏 + 12𝑏𝑐 + 6𝑎𝑐 = 6 ⇒ 𝑎2 + 4𝑏2 + 9𝑐2 = 3 
𝑎2 + 4𝑏2 + 9𝑐2 − 2 𝑎 + 2𝑏 + 3𝑐 = 3 − 6 
⟺  𝑎2 − 2𝑎 + 1 +  4𝑏2 − 4𝑏 + 1 +  9𝑐2 − 6𝑐 + 1 = 0 ⇔ 
⟺  𝑎 − 1 2 +  2𝑏 − 1 2 +  3𝑐 − 1 2 = 0 ⇔ 
⟺ 𝑎− 1 = 2𝑏 − 1 = 3𝑐 − 1 = 0 ⇔                            

5p 

 de unde a=1, 𝑏 =
1
2 și 𝑐 =

1

3
 1p 

 1

𝑎
+

1

𝑏
+

1

𝑐
= 1 + 2 + 3 = 6 ∈ ℕ. 1p 

 

 

Subiectul 3. 

 
  
𝑀𝐴 ⊥   𝐴𝐵𝐶𝐷 
𝐴𝐷 ⊥  𝐷𝐶
𝐴 ∉ 𝐶𝐷

  ⇒ 𝑐𝑓. 𝑇𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑒𝑖 𝑐𝑒𝑙𝑜𝑟 3 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟𝑒 ⇒ 𝑀𝐷 ⊥  𝐷𝐶 

 

 

2p 

 În triunghiul dreptunghic MDC,  

DP este înălțime ⇒ 𝐷𝑃 =
𝑀𝐷∙𝐷𝐶

𝑀𝐶
⇒ 𝑀𝐶 =

𝑀𝐷∙𝐴𝐵

𝐷𝑃
 

 

2p 

 Analog obținem în triunghiul dreptunghic în B, MBC: 𝑀𝐶 =
𝑀𝐵∙𝐴𝐷

𝐵𝑄
                                2p 

 Din relațiile (1) și (2) ⇒BQ∙MD∙AB=AD∙DP∙MB 1p 

 

 



Subiectul 4. 

 Notăm: 
OM=x, ON=y și OP=z. Ținând cont de faptul că triunghiul ABC este echilateral obținem că: 

x+y+z=
𝑎 3

2
 

2p 

 În triunghiul dreptunghic VOM, OE este înălțimea din vârful O. Prin urmare: 

𝑂𝐸 =
𝑂𝑀∙𝑉𝑂

𝑉𝑀
=

𝑥ℎ

 ℎ2+𝑥2
 (1) 

Ținând cont de faptul că:ℎ2 + 𝑥2 ≥ 2𝑥ℎ ⇒  ℎ2 + 𝑥2 ≥  2𝑥ℎ ⇒ 

1

 ℎ2 + 𝑥2
≤

1

 2𝑥ℎ
⇒

𝑥ℎ

 ℎ2 + 𝑥2
≤

𝑥ℎ

 2𝑥ℎ
=  

𝑥ℎ

2
⇒ 

𝑐𝑓.  1 ⇒ 𝑂𝐸 ≤  
𝑥ℎ

2
 (2) 

2p 

 
Analog, obținem 𝑂𝐹 ≤  

𝑦ℎ

2
 (3) și 𝑂𝐺 ≤  

𝑧ℎ

2
 (4) 

Adunând relațiile (2), (3) și (4), obținem: 

(5) 𝑂𝐸 + 𝑂𝐹 + 𝑂𝐺 ≤  
ℎ

2
  𝑥 +  𝑦 +  𝑧  

1p 

 Folosind inegalitatea:  

 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 2 ≤ 3 𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2  pentru  

𝛼 =  𝑥

𝛽 =  𝑦

𝛾 =  𝑧

  

obținem (6)   𝑥 +  𝑦 +  𝑧 
2
≤ 3 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 , 

Din (6) folosind faptul că x+y+z=
𝑎 3

2
 obținem: 

 𝑥 +  𝑦 +  𝑧 ≤  3 3𝑎

2
 (7) 

 

1p 

 Din relațiile (5) și (7) avem: 

𝑂𝐸 + 𝑂𝐹 + 𝑂𝐺 ≤  
ℎ

2
∙  

3 3𝑎

2
=  

3 3𝑎ℎ

4
=
 3 3𝑎ℎ

2
 

 

1p 

 


