Olimpiada de matematica
Faza Zonala - 17 februarie 2017

Clasa a Xl-a - Bareme

1.

a) Consideram f(x)=det(A—xl,), x €C . Avem imediat ca f(x)= x> — (trA)x +(det A). Deoarece
f(i)=detA—1—i-trA si f(—i)=detA—1+i-trA, rezultaca  —— 4p
X, = det(A® +1,) = det(A—il,)det(A+il,) = f(—i)f(i) = (det A—1)* +(trA)*, deci x, = (trA)*.

b) Avem x, =det(A® +1,)>0. Atunci x, = x,-det(A* +A+1,);

1Y (B,
Cum det(A’ +A+1,)=det (A+§I2j +£7I2] >0, rezutdca x,20. . 3p

Din relatia A?—Tr(A)A+det(A)l,=0,, se obtine A*+det(A)AA™ =Tr(A)A. Inmultind cu

1 A™", obtinem 1 A+ det(A) A =1,
Tr(A) Tr(A) Tr(A) ................. 3p
Se demonstreaza ca = det(A) . 4p

Tr(A, ) Tr(A) .................

a) Seobtine0. 3p
b) Se obtne a, =e"; 2p

Se obtine lima, = L ................. 3p

n—o e —_ 1
Prin inductie matematica se obtine faptul ca sirul (x,),.,este marginit. ~——— 1p
X, —X, ==X, (xn2 - X, + 1) <0,Vn =1, deci sirul (x,),.,este strict descrescator (2).
Din (1) si (2), avem ¢ (X, )., este convergent, avand limita Ae R.
Prin trecere la limitd in relatia de recurentd din enunt se ajunge la A=A*—-A*=>A=0. e 3
not.
Avemacumca y, = 1 — +oosiastfel limn-x, = lim 2 B. Deoarece
Xn n— n— yn
_ X
IS S B & NI 1,8 _=0.
K Z ¥ Rl n_mi_i 1% Xy = X n_)w%(1_xn+xn )
Xn+1 Xn 3

Criteriul Cesaro-Stolz conduce la B= limnx, =0=A. e P
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