Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa locala - 17 februarie 2017

Clasa a X-a - Enunturi

Fie u,v C cu proprietatea u+v =10 si |u|=|v|=13. Demonstrati ca u™"* +v*® e R.

1.

2. a
b)

3. a)
b)
c)

4, a)
b)

NOTA

Supliment Gazeta Matematica

Demonstrati ca sin(cosx) < cos(sinx), pentru orice X {0%} :

log, b N log, ¢ N log, a Zg_
a+b b+c c+a 2

Revista de Matematica din Hunedoara
Fie f,g: (O,oo) - (O,oo) strict crescatoare. Demonstrati ca functia f- g este strict crescatoare;

Fie a,b,06(0,1) cu proprietatea a+b+c =1. Demonstrati ca

Demonstrati ca functia h:(0,00) — R, h(x)=35" —15* —14" +6* este strict crescétoare;

Determinatj toate solutiile reale ale ecuatjei 35¢ +6 =15 +14° +12.
Demonstratj ca, pentru orice z,w € C siorice a,f R cu o+ £ =1, avem identitatea
|0:z+ﬁw|2 = oz|z|2 +,B|W|2 —aﬂ|z—w|2 :

Pe laturile triunghiului ABC se considera punctele M € (BC),N e(AC)si P (AB)astfel incat x—g _NC_pa

NA PB’
Sa se demonstreze cd AM? +BN? +CP? > %(AB2 +AC? +BC2).

Revista de Matematica din Hunedoara

Toate subiectele sunt obligatori;

Fiecare subiect este notat cu 7 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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1. | Notaile u=a+hi siv=c+di conducla a+c=10si b+d=0. | s 2p
Din |u|=|v|, se obtine a=c, deciv=v. 3p
Finalizare. e 2p

o T . T

2. |a)Daca xe {O,E} , atunci sinx,cosx [0,1] < {O’E} ] e 1p

Avem sin(cos x ) < cos(sinx) <> sin(cosx) < sin(% —~ sinxj & C0SX < % —sinx
. T o . . T
< SiNX +CoSX < 2 care este adevarat deoarece sinx +cosx < \/§pentru orice X {O,E} N 2p

b) | Inegalitatea mediilor conduce la
log, b N log, ¢ N log. a > 3i/loga b log,c log,a _ A 2
a+b b+c c+a a+b b+c c+a 3/(a+b)(b+c)(c+a)

Dar g/(a+b)(b+c)(c+a) < a+b+b;c+c+a =§ ,deunde obtinem concluzia. | e 2p

3. |a)Sedemonstreaza. e 2p
b) Avem h(x)= (7x _3x).(5x _zx) =35 ((gj - 1}(@) - 1} si se aplica punctul anterior. | e 2p
c) Evident avem x=0. Cu notaia x*=y, ecuatia devine h(y)=12, cu y>0. Cum he strict
crescatoare, obfinem unica solutie y =1. Atunci x=1sau x=-1. | e, 3p

4. | a)Verificare ] e 3p
b) Considerdm A(z,),B(z;),C(z;). Atunci z,, = ZB1+ I;(Zc =(1-a)z, + az,, sirelatjile analoage, unde

+
k este valoarea comuna a rapoartelor. Obtinem, din a), AM? = aAB® +(1-a ) AC* — ar(1- ) BC* %
Obfinem » AM* =(o* —a+1)3BC* e 1p
Demonstram inegalitatea o® — o +1 2% .................. 1p
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