INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI HUNEDOARA

Olimpiada de matematica
Faza Zonala - 17 februarie 2017

Clasa a IX-a - Enunturi

1. Fie (an )n21 0 progresie aritmetica cu termeni intregi. Se stie ca printre termenii acestei progresii gasim exact trei patrate
perfecte. Suplimentar, aceste patrate perfecte sunt consecutive.
a) Demonstrati ca ratja progresiei este negativa;
b) Determinati pe a,.
Supliment Gazeta Matematica
X2 y2
2. a) Demonstrati ca oricare ar fi x,y >0, are loc inegalitatea —+=—2>x+y;
X
3 3 3 3 3 3
b) Fie a,b,c >0 cu proprietatea a-+b-+c =2017. Demonstratj ca a_+b + b +¢ + c ta >4034 .
ab bc ca
3. Fie r>0. Pentru orice numerele reale a,b, definim multimea
I(a,b)= {x € R‘|x—a|+|x—b| Sr}
a) Daca r<|a—b|, demonstratica /(a,b)=;
b) Daca r> |a —b| >0, demonstratj ca I(a,b) este un interval inchis si marginit lungime r ;
c) Multimea I(a,b) contine un singur element daca si numai daca a=bsi r=0.
Revista de Matematica din Hunedoara
4. Intr-un plan &, se considera punctele distincte A,B,C,D . Sa se arate c& urmatoarele afirmatji sunt echivalente:
a) Avem C,De[AB], iar segmentele [AB] si [CD] au acelasi mijloc;
b) Pentruorice M e« ,avem MA+MB>MC+MD .
Gazeta Matematica
NOTA

Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare subiect este notat cu 7 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI HUNEDOARA

Olimpiada de matematica
Faza Zonala - 17 februarie 2017

Clasa a IX-a - Bareme

1.

a) Fie r, ratia progresiei si a,,a,a,, cele trei patrate perfecte. Exista xeZ cu proprietatea

a =xt,a=(x+1)sia,=(x+2)° e 1p
Avem rla,—a, =r[2x+1si rla,—a, =r[2x+3. Atunci r este impar si r|(2x+3)—(2x+1), deci

r=+1. 2p

Dacad r =1. atunci progresia va contine mai mult de trei patrate perfecte, deci r=—1<0. .. 2p

b) Se obtine a,=4. 2p

a) Demonstrate 3p
3 3 2 2

b) Avem a+b :a—+b—2a+b. ................. 2p
ab b a

Scriem analoagele si insumam. e 2p

a)Avem |x—a|+|x—b| =|x—a|+|b—x| =[a—b| >r de unde obtinem concluzia. L 2p

b) Presupunem a <b. Se analizeaza cazurile x<a, x e [a,b] si x>b care conduc la

I(a,b)= {a +b—r,a +b H} si apoi concluzia este evidenta.

2 2 3p
c)Dacd a=b sir=0 atunci /(a,b)={a}. 1p
Presupunerear >0 conduce la contradictie pe baza punctelor anterioare. e 1p
(@) = (b) Avem CA _bs_ k. Atunci MC = MA+kMB , de unde MC < LMA+LMB . Analog
CB DA 1+k k+1 k+1
MD < LMA+LMB , iar prin insumare obtinem concluzia. s 3p
k+1 k+1

(b) = (a) Pentru M=A obtinem AB>AC+AD, iar pentru M=B obtnem AB>BC+BD. Prin
adunare, avem 2AB>AC+AD+BC+BD, Dar AD+BD>ABsi AC+BC > AB, de unde deducem ca

AC+AD+BC+BD=2AB, deunde AD+BD=AB si AC+BC=AB. Obtinem C,De[AB]. .................. 2p
Pe de alta parte, dn AB>AC+AD, obtinem AC+CB>AC+AD, de unde BC>AD. Apoi

AB>=BC +BD conduce la AD+DB>BC+BD, de unde AD>BC . Concluzia este cda AD=BC, care
este echivalent cu concluzia. 2p
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