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1. Demonstra‘;i ca:

b
a) —+—> (a+b)* ,Va,b € R,Vx,y > 0;
y x+y
b
b) —+ +— ZM ,VYa,b,c € R,Vx,y,z > 0;
xX+y+z
C) Daca X, y, z sunt numere reale nenule care verifica relatia
1.2, 9_ 35 ,
x y z x+y+z

atunci x, y, z nu pot avea toate acelasi semn.
Solutie:

a) Inegalitatea se scrie echivalent: a’xy + a?y? + b?x? + b%xy = a’xy +
2abxy + b?xy sau (ay — bx)? > 0, relatie care este adevirati. Egalitatea

. Do b
are loc daca si numai daca% = (2p)
b) Aplicand relatia de la punctul a) obtinem
2 2 2 2
—+b &5 @b & (adbro)? (1p)
y z x+y z x+y+z
C) Presupunem ca numerele X, Y, Z au toate acelasi semn. Daca sunt pozitive
2
atunci avem - + +2> (A+2+3) 36 5 3% , contradictie cu
z x+y+z x+y+z x+y+z
ipoteza. (3p)
Daca sunt negative, inmulfim relatia cu —1 si reducem problema la situatia
n care toate sunt pozitive. (1p)

2. Determinati Valoarea minima si valoarea maxima a expresiei
E(x) =

x2+2x+2 ., unde x este un numar real.
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Solutie:

x 1 )
> < -,Vx € R. Relatia se
X4+2x+2 a

scrie echivalent x?2 + (2—a)x+2 > 0,Vx € R, aceasta fiind adevirati
daca membrul sting se poate restrange intr-un patrat, caz in care avem 2 —

Cautam un numar real pozitiv a astfel incat

a=-2v2 , deci a=2+2v2. Atunci relatia E(x) < 2+;/§ se scrie
. 2 . L .
echivalent (x — v2)" = 0, cu egalitate pentru x = /2, deci maximul lui E (x)
1 2-1
este2+zﬁ— — (4p)

X

1
> >-,Vx ER, sau
xX“+2x+2 a

echivalent x2+ (2—a)x+2>0,Vx €R. Obtinem a=2—2v2, iar
minimul lui E(x) va fi — 22 pentrux = —VZ . (3p)

In mod similar ciutim a real negativ astfel Tncat

3. Determinati valorile naturale ale lui n pentru care cel putin doud dintre
numerele [vVn? + 1],[Vn? +5],[vn? +9] ..., [Vn? + 2017] sunt egale,
unde am notat cu [x] partea intreaga a numarului real x.

Solutie:

Dacin >3 avemn? <n?+1<n?+5< (n+ 1)2 de unde obtinem n <

Vn2 +1<vVn?+5<n+1,deci [Vn2 + 1] = [Vn2 + 5] =n. (4p)

Dacin = 0, avem [Vn? + 9] = [Vn2 + 13] = 3. (1p)
Dacin =1,avem [VnZ+9] = [Vn2+13] =3. (1p)
Dacin = 2,avem [Vn? + 13| = [Vn2 +17] = 4. (1p)

Deci n poatea avea orice valoare naturala.

4. Fie ABCD un paralelogram in care avem M este mijlocul lui [BC], N este
mijlocul lui [AM] si DN n AC = {P}. Calculati raportul %.

Solutie:
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. AP ) ) ——  DA+kDC
Notam — = k, si obtinem DP = ———, (2p)
PC 1+k
De asemenea avem
DA+Dy  DA+PEPC  5a.DE+DE  3DA+2DC
DN = = > 2 = 2 = 2 (zp)

Cum punctele D, P, N sunt coliniare, deducem ca exista a € R astfel Incat sa

— — . . DA+kDC  3aDA+2aDC
avem DP = aDN, adica = : (2p)
1+k 4
T LT3 T . 1 3¢ . k 2a
Cum vectorii DA si DC sunt necoliniari, deducem cd — = — si — = —,
1+k 4 1+k 4

relatii din care obtinem k = % = %. (1p)



