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Problema 1. Demonstrat,i că:

(a) grupurile (R,+) s, i ((0,∞), ·) sunt izomorfe;

(b) grupurile (R,+) s, i (R∗, ·) nu sunt izomorfe;

Solut, ie. :

(a) Izomorfismul este dat de funct,ia f : R→ (0,∞), f(x) = ex; 3 p
(b)Se demonstrează prin reducere la absurd. Presupunem că există
un izomorfism f. Atunci există a ∈ R astfel ı̂ncât f(a) = −1.
Atunci f(a+ a) = f(a) · f(a) = 1. Dar f(0) = 1, deci a+ a = 0,
de unde a = 0, ceea ce este imposibil.

2p

2p

Problema 2. Pentru fiecare număr natural n ≥ 3 se consideră mult,imea An = {a ∈ Zn | a2 + 2̂ = a}

a) Arătat,i că există n ≥ 3 pentru care An 6= ∅

b) Demonstrat,i că dacă x ∈ An, atunci (1̂− x) ∈ An.

c) Determinat,i numărul natural n pentru care An are un singur element.

Solut, ie. :

(a) De exemplu: 4̂ ∈ A7 6= ∅ sau 2̂ ∈ A4 6= ∅ 2 p

(b) x2 + 2̂ = x⇒
(
1̂− x

)2
+ 2 = 1̂− x⇒ 1̂− x ∈ An, 2p

(c) An are un singur element ⇒ pentru x ∈ An avem x = 1̂−x⇒
2̂x = 1̂ sau ˆ2x− 1 = 0̂.
Pe de altă parte:

(
2̂x− 1̂

)2
= 4̂x2− 4̂x+ 1̂ = 4̂

(
x− 2̂

)
− 4̂x+ 1̂ =

−7̂⇒ 0̂ = −7̂. Deci n = 7. Într-adevăr: A7 = {4̂}.

1p

2p

Problema 3. Se notează Ln =

1∫
0

xn

1 + x2n
dx, n ∈ N∗.

a) Arătat,i că L2 ≤ ln
√
2.

b) Demonstrat,i că arctgx ≤ x pentru orice x ∈ [0,+∞) .

c) Calculat,i lim
n→∞

n · Ln.



Solut, ie. :

(a) L1 = 1
2 · ln

√
2. Se arată că x2

1+x4 ≤ x
1+x2 ,∀x ∈ [0, 1] s, i se integrează pe

[0, 1].
3 p

(b)Se arată că f : [0,∞) → R, f(x) = arctgx − x este descrescătoare s, i deci
f(x) ≤ f(0) = 0,∀x ≥ 0,

2p

(c) n · Ln =
1∫
0

x · (arctgxn), dx = x · arctg (xn)|10 −
1∫

0

arctg(xn)dx

︸ ︷︷ ︸
not.Jn

Folosim inegalitatea de la b) s, i integrăm pe [0, 1] :
0 ≤ arctg(xn) ≤ xn ⇒ lim

n→∞
Jn = 0⇒ lim

n→∞
n · Ln = π

4

1p

1p

Problema 4. Se consideră In =

π
2∫

0

xn · cosxdx, n ∈ N∗.

(a) Demonstrat,i că
2

π
· x ≤ sinx ≤ 1, ∀x ∈

[
0,
π

2

]
.

(b) Calculat,i I1.

(c) Calculat,i lim
n→∞

(
2

π

)n
· n2 · In.

Solut, ie. :

(a)Inegalitatea din dreapta este cunoscută iar pentru cea din stânga se arată
că funct,ia: g : (0, π2 ) → R, g(x) = sinx

x este descrescătoare, deci pentru orice
x ∈ (0, π2 ] avem g(x) ≥ g(π2 ) =

2
π

-
2 p

(b) I1 =

π
2∫
0

x · (sinx),dx = π
2 − 1, 2 p

(c) Integrând prin părt,i avem:

In =
xn+1

n+ 1
· cosx|

π
2
0 −

π
2∫

0

xn+1

n+ 1
· (−sinx)dx =

1

n+ 1

π
2∫

0

xn+1 · sinxdx.

Folosind (a) avem:
2

π
· x

n+2

n+ 1
≤ 1

n+ 1
· xn+1 · sinx ≤ 1

n+ 1
xn+1 Integrând obt,inem:(π

2

)n+2

· 1

(n+ 1)(n+ 3)
≤ In ≤

(π
2

)n+2

· 1

(n+ 1)(n+ 2)
.

Folosind lema cles, telui:

lim
n→∞

(
2

π

)n
· n2 · In =

π2

4

.

-

1 p

1 p

1 p


