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Problema 1. Pentru orice s, ir (an)n≥1 se notează Sn =

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + ...+ an, Tn =

n∑
k=1

1

ak
s, i

Un =

n∏
k=1

ak = a1 · a2 · ... · an

a) Demonstrat,i că dacă Sn = 2n2 − n,∀n ∈ N∗, atunci (an)n≥1 este o progresie aritmetică.

b) Dacă (an)n≥1 este o progresie geometrică, determinat,i numărul natural n pentru care

Un =

(
Sn

Tn

)n−4

Solutie. :

(a) ∗ Sn − Sn−1 = an = 4n− 3,∀n ∈ N, n ≥ 2
∗ Cum S1 = 1 = 4 · 1− 3⇒ an = 4n− 3,∀n ∈ N∗

∗ an+1 − an = 4,∀n ∈ N∗ ⇒ s, irul este o progresie aritmetică

3 p

1 p

(b) ∗ Sn = a1 ·
qn − 1

q − 1
, q 6= 1,

∗ Tn =
1

a1
· 1

qn−1
· q

n − 1

q − 1
, Un = an1 · q

(n−1)n
2

∗ Sn

Tn
= a21 · qn−1 ⇒

(
Sn

Tn

)n
2

= Un ⇒
n

2
= n− 4⇒ n = 8

∗ dacă q = 1, atunci n = 8
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Problema 2. Se consideră un patrulater convex ABCD s, i punctele M, N, P, Q pentru care
−−→
AM =

−−→
MC,

−−→
BN =

−−→
ND,

−−→
BP =

−−→
PC s, i

−→
AP =

−−→
PQ. Demonstrat,i că:

a) dacă ABCD este paralelogram, atunci punctele D, C s, i Q sunt coliniare;

b) dacă 4 ·
−−→
MN =

−−→
AD −

−−→
BC, atunci ABCD este paralelogram.

Solutie. :

M,N,P sunt mijloacele segmentelor (AC), (BD), respectiv (BC);
ı̂n plus, P este s, i mijlocul lui (AQ)
(a) ABQC paralelogram ⇒ AB||CD; Cum AB||DC ⇒ D,C,Q
coliniare

1 p

2 p

(b)
−−→
DM =

1

2

(−−→
DA+

−−→
DC

)
s, i

−−→
BM =

1

2

(−−→
BA+

−−→
BC

)
⇒

−−→
MN =

1

2

(−−→
MD +

−−→
MB

)
=

=
1

4

(−−→
AD +

−−→
CD +

−−→
AB +

−−→
CB

)
⇒

4 ·
−−→
MN =

−−→
AD +

−−→
CD +

−−→
AB −

−−→
BC

folosind relat,ia din ipoteză deducem
−−→
AB =

−−→
DC, deci ABCD este

paralelogram.
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Problema 3. Demonstrat,i că, dacă a, b, c ∈ (0,∞) s, i a2 + b2 + c2 = 3, atunci sunt adevărate inegalităt,ile:

(i) a+ b+ c ≤ 3;

(ii)
1

1 + a2
+

1

1 + b2
+

1

1 + c2
≤ 3

2abc
.

Solutie. :

(a) ∗ (1 · a+ 1 · b+ 1 · c)2 ≤ 3
(
a2 + b2 + c2

)
= 9

a, b, c > 0⇒ a+ b+ c ≤ 3
3 p

(b) a2 + 1 ≥ 2a⇒ 1

a2 + 1
≤ 1

2a
s, i analoagele∑ 1

a2 + 1
≤ 1

2
· ab+ bc+ ca

abc
≤ a2 + b2 + c2

2abc
=

3

2abc
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Problema 4. Se consideră o mult,ime G ⊂ R care are următoarele proprietăt,i:

a) 1 ∈ G;

b) x ∈ G⇒
√
x+ 2 ∈ G;

c)
√
x+ 3 ∈ G⇒ (x+ 4) ∈ G .

Arătat,i că:
√
2017 ∈ G

Solutie. :

1 ∈ G
b)
=⇒
√
3 ∈ G; as,adar

√
0 + 3 ∈ G

c)
=⇒ 4 ∈ G

b)
=⇒
√
6 ∈ G

c)
=⇒

7 ∈ G
b)
=⇒ 3 ∈ G;

Pe de altă parte avem s, i 1 =
√
−2 + 3 ∈ G

c)
=⇒ 2 ∈ G

3 p

Pentru n ≥ 3, presupunem că 1, 2, 3, ..., n ∈ G s, i astfel avem

(n− 2) ∈ G
b)
=⇒
√
n ∈ G sau

√
n− 3 + 3 ∈ G,

de unde din c), deducem că (n+1) ∈ G; am demonstrat astfel prin
induct,ie că mult,imea G cont,ine toate numerele naturale nenule.
Cum 2015 ∈ G, folosind b) ajungem la

√
2017 ∈ G.

-

4p

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.


