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Olimpiada Nationala de Matematica,
etapa locala, 24 februarie 2017, Caras-Severin
clasa a XII-a

Problema 1. Demonstrati ca:

(a) grupurile (R,+) si ((0,00),) sunt izomorfe;

(b) grupurile (R,+) si (R*,) nu sunt izomorfe;

Solutie. :
(a) Izomorfismul este dat de functia f : R — (0,00), f(z) = €*; 3p
(b)Se demonstreaza prin reducere la absurd. Presupunem cd exista | 2p
un izomorfism f. Atunci existd a € R astfel incat f(a) = —1.
Atunci f(a+a) = f(a)- f(a) =1. Dar f(0) =1, deci a+a =0,
de unde a = 0, ceea ce este imposibil. 2p

Problema 2. Pentru fiecare numdr natural n > 3 se considerd multimea A, = {a € Zy, | a> + 2 = a}

a) Ardtati cd existd n > 3 pentru care A, # ()

b) Demonstrati cd dacd x € A, atunci (1 —2) € A,,.

¢) Determinati numdarul natural n pentru care A, are un singur element.

Solutie. :
(a) De exemplu: 4 € A7 # 0 sau 2 € Ay # 0 20p
(b)m2—|—Q=:1::>(i—m)2+2=i—x:>i—a:6An, 2p

(c) A, are un singur element = pentrux € A, avemx =1—xz = | Ip

Qx:isau2xA—1A:0. . R
Pe de alta parte: (21:71) :4z274x+1:4(aj72)—4x+1:

—7=0=—-7. Decin="7. Intr-adevir: A; = {21} 2p

Problema 3. Se noteaza L, = /

1
n

0

a) Ardtati cd Ly < In+/2.

b) Demonstrati ca arctge < x pentru orice x € [0, +00) .

¢) Calculati li_>m n - Ly.
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Solutie. :
[(Oajl]Ll = % -Inv2. Se aratd ca lfﬁ% < 5 Vz € [0,1] si se integreazd pe | 3 p
(b)Se aratd ca f : [0,00) — R, f(x) = arctgz — x este descrescatoare si deci | 2p
f(z) < f(0) =0,Vz > 0,
i
1
(¢c)n-L,= [z (arctga") dx = x - arctg (x")|(1) - /arctg(x")dx Ip
0 0
—_———
not.Jy,
Folosim inegalitatea de la b) si integram pe [0,1] :
0 <arctg(z") < 2" = lim J,=0= lim n-L, =7 Ip
n—oo n— oo
3
Problema 4. Se considerd I,, = /m” -cosxdr,n € N*.
0
.2 . ™
(a) Demonstrati ca —-x <sinx <1, Vzx € [O, 5}
T
(b) Calculati I.
2 n
(¢) Calculati lim () n?T,.
n—oo i
Solutie. :
(a)Inegalitatea din dreapta este cunoscutd iar pentru cea din stanga se aratd | -
ca functia: g : (0,5) — R,g(x) = 2% este descrescatoare, deci pentru orice | 2 p
v € (0,5) vem gla) > 9(5) = 2
5
(b) I, = [x- (sinz)de =5 — 1, 2p
0
(¢) Integrand prin pdrti avem: -
n+1 - 2 n+1 1 2
I, = x -cosz|f 7/ v - (—sinz)dx = /x”“ - sinzdzx. Ip
n+1 n+1 n+1
0
Folosind (a) avem:
2 gnt? 1
g < 1 cp" L sing < =" Integrind obtinem: 1p
2 (n+1)(n+3) ~ "~ \2 (n+1(n+2)
Folosind lema clestelui:
Ip
2\" 2
lim () n? I, = T
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