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Problema 1.

(a) Dat,i un exemplu de matrice X ∈M2(R) pentru care det (X − I2) = 1 s, i det (X + I2) = 3

(b) Arătat,i că, dacă A ∈ M2(R) s, i există n ∈ Z astfel ı̂ncât det (A− I2) = n s, i det (A+ I2) = n+ 2, atunci
det (A− nI2) este pătratul unui număr ı̂ntreg.

Solutie. :

(a) Calcule elementare conduc la
detX = TrX = 1; orice exemplu corect
se punctează corespunzător

3 p

(b) detA = n,TrA = 1⇒,
det (A− nI2) = n− n+ n2 = n2

-
4p

Problema 2. Pentru orice A ∈M2(Z) se notează: xn = det (An + I2), n ∈ N∗.
Arătat,i că:

(a) dacă det (A) = 1, atunci x2 este pătrat perfect;

(b) dacă x3 este pătrat perfect, atunci x1 ≥ 0.

(trA reprezintă suma elementelor de pe diagonala principală a matricei A)

Solutie. :

(a) Considerăm f(x) = det (A− xI2) , x ∈ C;
Avem imediat că f(x) = x2 − (trA)x+ (detA)
Deoarece f(i) = detA− 1− i · trA s, i f(−i) = detA− 1 + i · trA,
rezultă că x2 = det(A2 + I2 = det(A − iI2)det(A + iI2) =

f(−i)f(i) = (detA− 1)
2
+ (trA)2, deci x2 = (trA)2,

-
1 p

3 p

(b) x3 = det(A3 + I2) = k2, k ∈ Z⇒ x3 = x1 · det(A2 +A+ I2);

cum, det
(
A2 +A+ I2

)
= det

(A+
1

2
I2

)2

+

(√
3

2
I2

)2
 ≥ 0,

rezultă că x1 ≥ 0.

1p

2p

Problema 3. Calculat,i:

(a) lim
x→∞

(√
x+ 2− 2

√
x+
√
x+ 1

)
;

(b) lim
n→∞

n∑
k=1

ak, unde an = lim
x→0

(1− x · sinnx)
1
x2 , n ∈ N∗.



Solutie. :

(a) lim
x→∞

(√
x+ 2−

√
x+
√
x+ 1−

√
x
)
=

lim
x→∞

(
2√

x+ 2 +
√
x
+

1√
x+ 1 +

√
x

)
= 0

2 p

1 p

(b) an = lim
x→0

(1− x · sinnx)
1

−x·sinnx ·
− sinnx

nx ·n
= e−n,

lim
n→∞

n∑
k=1

ak = lim
n→∞

1

e
·
1−

(
1
e

)n
1− 1

e

=
1

e− 1
.

2p

2p

Problema 4. Se consideră s, irul (xn)n≥1 definit prin x1 ∈ (0, 1) s, i xn+1 = x2
n (1− xn) ,∀n ≥ 1.

Demonstrat,i că s, irurile (xn)n≥1 s, i (n · xn)n≥1 sunt convergente, având aceeas, i limită.

Solutie. :

(a) x1 ∈ (0, 1)⇒ x2 ∈ (0, 1) s, i, ı̂n general, dacă xk ∈ (0, 1) pentru
un k ∈ N∗ oarecare, atunci xk+1 ∈ (0, 1); as,adar am arătat prin
induct,ie matematică faptul că s, irul (xn)n≥1 este mărginit. (1)
xn+1 − xn = −xn

(
x2
n − xn + 1

)
< 0,∀n ≥ 1, deci s, irul (xn)n≥1

este s, i strict descrescător (2).
Din (1) s, i (2), avem că (xn)n≥1 este convergent (Weierstrass),
având limita A ∈ R. Prin trecere la limită ı̂n relat,ia de recurent,ă
din enunt, se ajunge la A = A2 −A3 ⇒ A = 0.

-

3 p

(b) Din relat,ia de recurent,ă deducem: xn+1

xn
= xn · (1− xn) ≤ 1

4 ,

Iterând obt,inem: xn

x1
≤
(
1
4

)n−1
s, i de aici:

n · xn ≤ n · x1 ·
(
1
4

)n−1 → 0

2p

2p

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.


