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Olimpiada Nationala de Matematica,
etapa locala, 24 februarie 2017, Caras-Severin
clasa a IX-a

n
Problema 1. Pentru orice sir (ay)n>1 Se noteazd S, = Z agr=a1+as+..+ap, T, = Z L st
k=1 =1 Ok
n
:Hak:a1~a2~...-an
k=1

a) Demonstrati cd dacd S, = 2n* —n,Vn € N*, atunci (a,)n>1 este o progresie aritmeticd.

b) Dacd (an)n>1 este o progresie geometricd, determinati numdrul natural n pentru care

Sn n—4
Un = (n)

Solutie.
(a) * Sp — Sp—1=ap, =4n—3,Yn € Nyn > 2 3p
* CumS1=1=4-1-3=a, =4n —3,Vn € N*
* Apt1 — Gn = 4,Yn € N* = sirul este o progresie aritmetica 1p
—1
(b)*Sn:alq 17Q7é17 2])
1 1 ”—1 n—1)n
*Tnzi q a? q( 21)
ai
Ip
Sn 2 Sn n n—4=n=28
= Qa —_— = e —_ =
T, ! T, 3
*dacaq—l atuncin =8

Problema 2. Se considerd un patrulater conver ABCD si punctele M, N, P, Q pentru care

? Eﬁ ‘—B ﬁ = f? st ﬁ = 1@ Demonstrati ca:

a) dacad ABCD este paralelogram, atunci punctele D, C si Q sunt coliniare;

b) dacd 4 - Mz@ = E — B?’, atunci ABCD este paralelogram.
Solutie. :

M, N, P sunt mijloacele segmentelor (AC), (BD), respectiv (BC); | 1 p
in plus, P este si mijlocul lui (AQ)
(a) ABQC paralelogram = AB||CD; Cum AB||DC = D,C,Q | 2p
coliniare

(b)ﬁf:%(ﬂJrF(f) si 1p
i 0) -
W:%(mﬂ\ﬁ): »
1(@+@+E+O_B>>
4 TN = AD + CD + AB — BC

folosznd relatia din ipoteza deducem zﬁ 7 deci ABCD este

paralelogram.

Ip
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Problema 3. Demonstrati cd, dacd a,b,c € (0,00) si a®> + b> + ¢ = 3, atunci sunt adevdrate inegalitdtile:

(i) a+b+c<3;

(ii) 1 n 1 n 1 < 3
14 .

142~ 2abe
Solutie. :

14+a2 1+102

(a) * (1-a+1~b+1~c)2§3(a2+b2+02)=9
a,b,c>0=a+b+c<3

3p

(b) a* +1 > 2a =

o < % st analoagele
a4+ b+ 2 3

Z 1 Sllab—&—bc—i—caS _
a?+1 2 abc 2abc 2abc

2p

2p

Problema 4. Se considerda o multime G C R care are urmatoarele proprietati:

a) 1€G;

b) xeG=Vr+2ecG;
) Vi+3e€G= (z+4)
Ardtati cd: /2017 € G

eqG.

Solutie. :

1eG2 V3eG; asadar V173G 24ca 2 Voea
TecL3eq;
Pe de alta parte avem$i1=\/—2+36Gg2eG

3p

Pentru n > 3, presupunem cd 1,2,3,...n € G si astfel avem

b
(n—Z)EG:;\/ﬁeGsau\/n—?)—i—i’)eG,
de unde din ¢), deducem cd (n+1) € G; am demonstrat astfel prin
inductie ca multimea G contine toate numerele naturale nenule.

Cum 2015 € G, folosind b) ajungem la /2017 € G.

4p

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
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