MINISTERUL
EDUCATIEI
MATIONALE

INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN CARAS-SEVERIN

I i)

Olimpiada Nationala de Matematica,
etapa locala, 24 februarie 2017, Caras-Severin
clasa a X-a

Problema 1. Determinati perechile (z,y) de numere intregi care satisfac:

T+
logy z +logy y = Ty
27 — ¥ =% — g2
Solutie. :
Evident, x,y € (0,00); a doua ecuatie se poate scrie 1p

2% 4+ 12 = 2Y 4 42 si deoarece functia
f:(0,00) = R, f(t) = 2 +t2 este strict crescatoare, deci injectivd, | 2 p
wvem f(z) = f(y) = v =y
Prima ecuatie conduce la 2% = x
P2=t>0=2V=1¢ §= {4,16}, singurile solutii deoarece
functia f: (0,00) = R, f(t) = 2Vt este convexd st graficul sau nu 2p
poate avea mai mult de doud puncte comune cu o dreapta. De aici
x =2 st x =4 solutiile ecuatie: date.

2 2p

Problema 2. Sd se arate cd dacd z € C verificd inegalitatile: |22 + 1| <1 si |2 + 1| < 1, atunci |z] < 1.

Solutie. :

2z=(z+ 1)2 — (z2 + 1) st cu inegalitatea modululut ajungem la | 3 p

[2z] < |z+ 12+ 22+ 1| <2 4p

Problema 3. Se considerd o multime M de numere complexe care are urmdatoarele proprietati:
a) le M
b)) ze MNR = (cosx +1i-sinz) € M

¢) (cos2z +i-sin2x) e M = x € M.

.y . v v A
Demonstrati ca pentru orice numar natural n, este adevarata relatia o eM

Solutie. :
Strada :ttanaahii I\'r; 1, 320112 Str. Genaral Berthslot nr. 28-30,
RE?I'}::_— IEDE‘.}“N[“ e ) Sector 1, 010165, Bucuresti
Tal: l:l-z_u.a.j'al-'lg.:lf; Fax? 0255216042 Tal: +40(0121405 5708
e-mail: isjearas@gmail com Fax: +40(N21 3103205

www.isjcs.ro waw. edu.ro



MINISTERUL
EDUCATIEI
MATIONALE

INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN CARAS-SEVERIN

I i)

cos2m +isn2r —1e ML reM 3p
g—leMggeM
Vi

Dacd%éM%cos%qLisinz—keM, 3p
m .. ™ c m
W)+Z$n(22kﬁ)eM42kﬁ
Am demonstrat astfel prin inductie ca 1p

Q%GM,VTLGN

sau cos (2

Problema 4. Fie f : R — R astfel incdt f este injectivd si f(z) - f(1 —2) = f(ax +b),Vx € R, unde a,b € R
Aratati ca:

a) a=0;
b) f1-0b)=1
¢) f nu este surjectivd
Solutie. :
(a) Pentru x =0, apoi x = 1 se obtine 3p

fO)=fla+b)=b=a+b=a=0
(b) Egalitatea din enunt: f(x)- f(1 —x) = f(b),Vx € R =, -
f(0) - f(1=b) = f(b)-(+)
Daca f(b) =0 atunci f(z)- f(1—2)=0,Yz € R = 2p
exista cel putin doud numere distincte in care f se anuleazd,
contradictie = f(b) # 0

Din (x): f(1-0) =1

(¢) Presupunem cd exista t € R cu f(t) =0 2p
= f(t)- f(1 —t) = f(b) =0, contradictie, deci 0 ¢ Im(f)

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
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