MINISTERUL
EDUCATIEI
MATIONALE

INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN CARAS-SEVERIN

I i)

Olimpiada Nationala de Matematica,
etapa locala, 24 februarie 2017, Caras-Severin
clasa a XI-a

Problema 1.
(a) Dati un exemplu de matrice X € My(R) pentru care det (X — Iz) =1 sidet (X +1I3) =3

(b) Aratati ca, daca A € My(R) si exista n € Z astfel incit det (A — I3) = n si det (A + I2) = n + 2, atunci
det (A — nls) este patratul unui numar intreg.

Solutie. :

(a) Calcule elementare conduc la 3p
detX = TrX = 1; orice exemplu corect
se puncteazd corespunzator

(b) detA=n,TrA=1=, -
det (A —nly) =n—n+n? =n? Ap

Problema 2. Pentru orice A € Ms(Z) se noteaza: x,, = det (A™ + 1), n € N*.
Aratati ca:

(a) daca det (A) = 1, atunci xo este patrat perfect;

(b) daca xs3 este patrat perfect, atunci x1 > 0.

(tr A reprezintd suma elementelor de pe diagonala principald a matricei A)

Solutie. :

(a) Consideram f(x) =det (A —zly),z € C;

Avem imediat cd f(x) = 22 — (trA)x + (detA) 1p
Deoarece f(i) =detA—1—i-trA si f(—i) =detA—1+1i-trA,
rezultd cd xo = det(A% + Iy = det(A — ily)det(A + ily) = | 8p

F(=i)f(i) = (detA — 1) + (trA)2, deci x5 = (trA)2,
(b) 3 =det(A>+ 1) =k’ k€Z=a3=mx -det(A> +A+1); | Ip

5 2
1 3
cum, det (A2 + A+ Ig) = det (A + 2[2) + ({b) >0, | 2p
rezulta ca x1 > 0.
Problema 3. Calculati:
(a) ILm (Ve +2-2yz+Vz+1);
T o0
n
b) lim Za unde a, = lim (1—x-sinmc)%2 n € N*
( n—00 ks ) ’ ’
k=1
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Solutie. :

(a)zlin;(¢x+2—ﬁ+Vx+l—ﬁ): 2p

. ( 2 N 1 ) 0 ;

1m =

oo \Vo+2+ya  Votl+yz) P

(b) an = ilg}) (1 —x-sinng)==smn= " ne =e ", 2p

R 1 1= (" 1

nlgréokz_:la’“*nlggog' -1 -1 2p

Problema 4. Se considerd sirul (z,,),~, definit prin 1 € (0,1) $i Tp41 = 22 (1 — x,),Vn > 1.
Demonstrati cd sirurile (25,),,~, $t (n-2n),~; sunt convergente, avind aceeasi limitd.

Solutie. :

(a) x1 € (0,1) = a9 € (0,1) si, in general, dacd xi, € (0,1) pentru | -
un k € N* oarecare, atunci i1 € (0,1); asadar am ardtat prin
inductie matematica faptul c@ sirul (z,)n>1 este marginit. (1) 3p
Tptl — T = —Tp (mi -z, + 1) < 0,Vn > 1, deci sirul (z,)n>1

este si strict descrescator (2).

Din (1) si (2), avem cd (xp)n>1 este convergent (Weierstrass),
avand limita A € R. Prin trecere la limitd in relatia de recurentd
din enunt se ajunge la A = A? — A3 = A = 0.

(b) Din relatia de recurentd deducem: % =an-(1—zn) <1, | 2

R . -1 . .
Iterand obtinem: %= < (%)n st de aici:
! T :

1 2p
n- Ty Sn-xl-(i)n —0
Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
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