OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA- Clasa a Vlll-a
18 februarie 2017 - Solutii si Bareme

1. Fie numiarul @ = 7 — 4vV3 — 7 + 4V/3.
i) Determinati a?

i) Calculati (1 + a + 2v3)

2016

X X
Iil) Demonstrati ca ( 7 — 4\/§) + ( 7 + 4\/§) > 2, oricare ar fi

X, numar natural.

Supliment GM 5/ 2016

) a=vV7-—4/3-V7+4/3

a= {2 =V3)' = {(24V3)" = |2~ V3] = [24 V] = =23 2p)
G N S (1p)
ii) La i)s-a calculat a = —2v3
(1+a+2v3) " =(1-2v3+2v3)" " =12016 =1 (1p)
iii) Observam ca (7 — 4V3)(7 +4V3) =72 = (4V3)2 =49 — 48 = 1 ccccoevvrrcrrnrrrrins (1p)
\/(7 —4v3)(7+4v3) = 1deunde V7 — 4V3 = J%m sau V7 + 43 = 7_1M
Avemastfel: (V7 -4v3) +(V7+4V3) =(V7-4/3) + ( 7-:45)" ........................ (1p)

X
Notam ( 7—4\/§) =y > 0. Stim ca y+§22,Vy€IR{*
y+3—1/22 S P2 —294120 & (P =120 oo (1p)

Tn concluzie (\/7 — 4\/§)X + ( 7+ 4\/§)x >2 VxEN
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2. Triunghiurile dreptunghice isoscele ABC si ABC' (m(BAC) = m(ABC") = 90°) sunt situate
in plane perpendiculare. Aflati masura unghiului dintre planele (BCC") si (ACC").

fig. (1p)
(ABC) N (ABC') = AB
BC' L AB
(ABC) N (ABC") = AB} N TR0 Loy YOO (1p)
BC' L AB
BC' L (ABC)

be < (cper} = (CBE) L (4BC)

Fie M mijlocul lui [BC] = AM L CB, CB = (ABC) N (CBC") w.oooovooeeeeoeeeeceeeeeeeeeceseer. (1p)

Avem astfel: pr go (A CAC") =A CMC'In aceste conditii AM L (CBC")

Acucr = Acacr - cosa, unde @ = mas[(CACT), (CBC)] cvorvvvvveeimnreeeveiienseeieiissseeeeesin (1p)

Notam AB =a

Acmer = 5 Acser =5 “";ﬁ = “zf ......................................................................................... (1p)

R (1p)
1

cosa = CACMC’:UQCAC’ = E > a = 600.

Prin urmare: m[(BCCT), (ACC)] = 60° w....vvvonieeeeeeiieneeeeecesseesseessse s (1p)
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3.Fiex,y,z € [0, 1].
a) Aflati valoarea maximai a expresiei E(x,y) = x%y — xy?
b) Aflati valoarea maxima a expresiei

E(x,y,z) = x>y + y?z + z°x — xy? — yz* — zx°.

a) E(x,y) =x%y —xy? = xy(x —y)
Daca x = y, valoarea va fi 0. Dacd x < y se vor obtine valori negative. ...........ccccceeeueene (1p)
Pentru valoare maxima, cautam valori pozitive cat mai mari, adica mai intdi xy(x —y) >0
ceea ce implica x > y. Valoarea pentru xy(x — y) va fi mai mare, cu céat x este mai mare. Cel
mai mare este 1.
Deci maximul se realizeaza pentru X = 1. ....ccooiiiiiiiiiii i (1p)
2 1

Avem astfel E(1,y) = y(1 —y) < (@) TSRS (1p)

ineg mediilor

unde E(1,y) = i pentru y = %
Deci valoarea maxima este % si se obtine pentru x =151 y = % ........................................ (1p)

b) E(x,y,2z) = x*y + y?z + z%x — xy? — yz% — zx? ,
adunam si scadem xyz, dupa care scriem ca produs:
E(C,Y,2) = (X — Y)Y = Z)(X = Z) oot (1p)
Daca oricare doua dintre valorile lui X, y si z sunt egale, expresia va avea valoare 0.
Presupunem ca z = min{x,y, z}
Atunci(y —z)(x —z)=xy—yz—xz+z>?=xy—z(x+y—2) = xy
Egalitatea se realizeaza pentru z = 0.
In continuare analizam situatiile:
) z<x<y
ceeaceconducela E(x,y,2) =(x—y)(y —2)(x —2) S0, veieieeieeiececeeen (1p)
varianta care nu ne intereseaza.
i) z<y<x
ceea ce conduce la (y —z)(x — z) = xy, de unde obtinem

=y -2)(x—2z)<xy(x—y) < i
cu egalitate dacd x =1, y = % si z=0.

- . ) 5 1 . )
In concluzie maximul cautat este o ar acesta se obtine pentru:

(x,y,7) € {(1% 0) (3.01), (0, 1%)} ................................................................................. (1p)

Nota: Orice alta solutie corectd va fi punctata corespunzator



