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PROBLEMA 1. Aflati catul si restul impartirii numarului N =1-2-3-...-100 4 900 la 440.
Barem de corectare.
Scriem, de exemplu,
N = (1-2-...-9)-(11-...-43)-(45-...-100) - 10 - 44 + 2 - 440 + 20 =
= 440-[(1-2-...-9)-(11-...-43)-(45-...-100) + 2] + 20
Catul este (1-2-...-9)-(11-...-43)-(45-...-100) + 2 (sau orice alta forma echivalentd)
Restul este 20

PROBLEMA 2. Demonstrati ca
(2016™" +2017"" 4 2016™ — 2017") 2016 - 2017, Vn € N*

Barem de corectare. Pentru orice n € N*, avem:

(2016™*! +2016™) = 2016™ - 2017 : 2016 - 2017

(20171 — 2017") = 2017™ - 2016 : 2016 - 2017

In concluzie, (2016™"* + 2017"*! 4 2016™ — 2017") 2016 - 2017

PROBLEMA 3. Determinati numerele naturale abc si 7y, pentru care
abc + be + ¢ = 27 + 57.

Barem de corectare.

Valoarea maxim# pentru abc+bc+c este 999+99+9 = 1107. Daci 7y > 11, atunci 2°7+57 > 1107.
Avem deci 7y = 10,

iar egalitatea devine: abc + bc + ¢ = 1081.

Adunand unitatile, obtinem 3¢ € {1,11,21}. Singura posibilitate este ¢ = 7; rezulta 2 4+ 2b €
{8,18}, adica b = 3 sau b = 8. Daca b = 3, atunci a = 10,ceea ce e imposibil, a fiind cifra. Deci
b=8sia+1=10=a=09.

Numerele abc = 987 si 7y = 10 verificd relatia din enunt: 987 4+ 87 4+ 7 = 1081.



PROBLEMA 4. Pe o masa sunt 9 cartonage. Pe fiecare cartonag este scris unul dintre numerele
1, 2, 3, 4, 5, 11, 12, 13, 14

astfel incat nu exista doud cartonage cu acelagti numar. Gigel si Costel iau fiecare cate 4 dintre
cele 9 cartonage. Aflati ce numar este pe cartonasul ramas pe masa, stiind cd suma numerelor
de pe cartonagele luate de Gigel, este de 5 ori mai mare decdt suma numerelor de pe cartonagele

luate de Costel.

Barem de corectare.

(1p) Suma tuturor numerelor este 1 +2 +3+4+5+ 11+ 12+ 13 + 14 = 65.

(2p) Daca ¢ este suma numerelor de pe cartonagele lui Costel, iar = este numéarul de pe cartonagul
ramas pe masa, atunci ¢ + 5c + x = 65, adica 6¢ + x = 65.

(1p) Valorile posibile pentru = sunt 5 si 11.

(2p) Daca x = 5, atunci ¢ = 10; solutia este: Costel (1,2,3,4), iar Gigel (11,12, 13, 14).

(1p) Daca x = 11, problema nu are solutie.

IFiecare corector acords un numar intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzitor.
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(2p)
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1710171

PROBLEMA 1. a) S4 A la forma i ibila fractia 7205735
RO a) Sa se aduci la forma ireductibild fractia 1320132

b) Fie fractia ireductibila Z—?, unde p,q € N*, p < ¢. Demonstrati ca fractia 1 — b este de
q q

asemenea ireductibila.

Barem de corectare.
) 1710171 171-10* +171  171-(10*+1) 171 57
a - = = — = —
1320132 132-10*+132 132-(10*+1) 132 44’
b) Avem 1 — p_4a7r Presupunem prin reducere la absurd ca exista d € N*, d # 1, astfel incat
q

q
d=(q—p,q)
Dind|(¢q—p)sid]|q, obtinemd | (qg— (¢ —p)), adicad d | p. Rezultd ca d | ¢ si d | p, deci fractia

p este reductibila; contradictie.
q

PROBLEMA 2. Determinati numerele naturale abc pentru care [a, b, c|>

= abc . S-a notat cu
la, b, c] cel mai mic multiplu comun al numerelor a, b, c.

(G.M. 11/2016)
Barem de corectare.
Din ipotezi, abc este cub perfect de trei cifre.
Cuburile perfecte de trei cifre sunt: 5% = 125, 6% = 216, 7° = 343, 8 =512, 9% = 729.

Unica solutie este abc = 216.

PROBLEMA 3. Andrei a desenat o dreapta pe care a colorat cu rosu mai mult de doua puncte.
Apoi a colorat cu albastru cate un punct, intre oricare doud puncte consecutive colorate anterior.
In continuare, a colorat cu galben cate un punct intre oricare douf puncte consecutive colorate

deja. Andrei a continuat procedeul descris, folosind culorile verde si respectiv, negru.
a) Dacd Andrei a colorat 7 puncte albastre, cate puncte a colorat in total?

b) Andrei a colorat un numaér oarecare de puncte cu rogu. Aratati cd existd o singurd culoare

cu care Andrei a colorat un numar impar de puncte.



(3p)

(4p)

Barem de corectare.

a) 7 puncte albastre se gasesc intre 8 puncte rosii; sunt 7 + 8 = 15 puncte; intre 15 puncte se
gasesc 14 puncte galbene; sunt 15+ 14 = 29 puncte colorate intre care vor fi 28 puncte verzi; astfel
avem 29 4 28 = 57 puncte colorate; intre acestea Andrei deseneazi 56 de puncte negre. In total
vor fi 57 + 56 = 113 puncte.

b) Daca avem n puncte rosii, vor fi n — 1 puncte albastre, deci avem 2n — 1 puncte. Astfel vor fi
un numér par de puncte din urmstoarea culoare, adici 2n — 2 puncte galbene. Intre aceste 4n — 3
puncte, avem 4n — 4 puncte verzi. Intre cele 8n — 7 puncte, avem 8n — 8 puncte negre. Procedeul

ne arata ca doar n sau n — 1 este impar.

PROBLEMA 4. Fie A,B,C, D, E si F sase puncte coliniare (in aceastd ordine) gi un punct
0, O ¢ AB.

a) Dacd 2AC = AB + AD i 2CF = AF + EF, atunci (AB) = (DE);

b) Dacda <AOD = <BOE = <COF, iar [OC si [OD sunt bisectoarele unghiurilor <BOD,
respectiv <COE, atunci 5m(<COD) = m(<AOF).

Barem de corectare.

a) Avem: 2AC = AB+ AD < 2(AB + BC) = AB+ AB+ BC + CD = BC = CD;

2CF = AF+FEF < 2(CD+ DE+ EF)=AB+BC+CD+ DE+ EF+ EF = DE = AB.
Rezulta ca (AB) = (DE).

b) Din <AOD = <«BOE, rezultda <AOB = <DOE, iar din <BOFE = <COF, rezultd cd <BOC =
<FEOF.

Deoarece [OC' si [OD sunt bisectoarele unghiurilor <BO D, respectiv <COEFE, rezulta cd <AOB =
<BOC = <COD = <«DOFE = <FOF.

IFiecare corector acords un numdar intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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r+4 x4+5 rz+98 x+99
+ + + =

* 6 99 100
2 6 12 +1
vz V6 V12 o Yt

b) Sa se d t a —— .
) S& se demonstreze ci 5 = - T 1

PROBLEMA 1. a) Sa se rezolve ecuatia 96;

Barem de corectare.

x+4 T+5 r + 98 x+99
2 Ecuati e (——— — 1 —1) +... —1 —l)=
(2p) a) Ecuatia se scrie ( 5 >+< 6 >+ +< 99 )+( 100 ) ’

s(teli v M) wo
—t -t F+— ] (x=1)=
5 6 100

(1p) Asadar, solutia ecuatiei este z = 1.

(4p) b) Din inegalitatea mediilor, avem:

V12 V23 V/3-4 n-(n+1) 1 1 1 1 n
it ——— <t =F ==
3 * 5 + 7 et 2n+1 _2+2+2+ +2 2
1 1
PROBLEMA 2. a) Fie numerele z = 24+4+6+...44034 §iy:2017~<1—§) . <1—§>

1
. (1 — M) . Aratati cd numarul a = z — 2018 - y este patrat perfect;
b) Fie a,b € R, astfel incat a + b = 3v/2 — 10. Demonstrati ci {a + \/5‘ +1]b+4]>6— 44/2.

Barem de corectare.

(1p) a) Deoarece = 2017 - 2018,

(1p) obtinem a = 20172

J

(2p) b) Deoarece |a+ V2| + [b+4] > |a+b+ V2 +4

(1p) sila+b+vV2+4|=[4v2—6] =6 — 42, se obtine |a+ V2| + [b+ 4| > 6 — 4v/2.



(1p)
(1p)
(1p)

(1p)

(2p)

(1p)

(2p)

(2p)

(2p)

(1p)

PROBLEMA 3. Fie ABCD un trapez cu AB || CD, E mijlocul lui (AB), F' mijlocul lui (C'D)
si AFNDE ={P}, BFNCE = {Q}. Sa se arate ca:

a) PQ || AB
AB-CD
mPQ_AB+CD

Barem de corectare.

FpP DF 2-DF DC
PA  AE 2-AE  AB’
FQ CF 2-CF DC
QB BE 2-BE AB’

a) Din AAPE ~ AFPD, obtinem c&

iar din AEQB ~ ACQF, obtinem ca

FP FQ .
A§adar, m = Q—B, adlca PQ H AB
. PQ FP
b) In AFAB, avem B FA-
CD
_FP  DF 5
~ FP+PA DF+AE CD AB
2 Ty
. D ~ AB-CD
adicd, 22 =Gprag - 'Y~ a7 oD

PROBLEMA 4. Fie ABCD un paralelogram, M € (AB), AM =2MB, DM N BC = {N}.

Stiind ca aria triunghiului M N B este egald cu 24 cm?, calculati aria patrulaterului ANCD.

Barem de corectare.
1
Triunghiurile ADM si BN M sunt asemenea cu raportul de asemanare 3’ rezultd cd Saapy =

96 cm?;

1
Triunghiurile NMB si NDC' sunt asemenea cu raportul de asemanare 5; rezulta cd Sanpe =

216 cm?;
AM
Din m = 2, avell SAAMN =2- SAMBN =48 cm2.

Deci, Sancp = 48 + 216 + 96 = 360 cm?.

! Fiecare corector acords un numér intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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PROBLEMA 1. Aréitati ca:
1 . o
a) — < ———, pentru orice numar natural n, n > 2;
n? n(n-—1)
b) 5 + 5 + 5 + ...+ 5 < L
28 63 112 7-2017% 2
Barem de corectare.
a) Deoarece n > n — 1, avem n? > n(n — 1), de unde rezulta concluzia.
b) Suma din membrul stang se scrie
3+3+3++3_31+1+1++1
7-22 0 7.32 0 7-42 77 7.2017% 7 32 42 20177
Folosind punctul a), obtinem
3/1 - 1 n 1 oLt 1 .3 3 1 _'_ 1 1 1
7 32 42 2017° 7\1-2 37327 T 20162007 )
D 31+1+1_|_+ 1 3 2016 864
rece — it ——— === —
et z\12 7 2.3 3.4 2016-2017) 7 2017 2017
. 864

si < —, obtinem inegalitatea din enunt,.

2017

PROBLEMA 2. Fie paralelogramele ABCD si CDFEF situate in plane diferite astfel incat
DE = DA, AC = DF si AE L AB. $tiind ca EG L CD, G € CD, aratati ca :

a) AB L (AGE);
b) G = D.

Barem de corectare.

a) Deoarece EGLCD si DC||AB = ABLEG

Deoarece stim cd AB1LAE = ABL(AGE)

b) ABL(AGE) si DC||AB = DC1(AGE)

AAGD = AEGD (1.C.) = AG =GE

AAGC = AEGC (C.C.) = AC = EC

Din AC' = EC si AC' = DF rezulta EC = DF = CDEF dreptunghi = D = G.



(3p)

(1p)

(1p)
(1p)

(1p)

(2p)

PROBLEMA 3. Fiecarui punct M din spatiu i se asociaza numarul real m si fiecarui triunghi
echilateral M N P din spatiu i se asociaza numarul real m + n + p. Fie cubul ABCDEFGH.

a) S& se arate cd BDEG este tetraedru regulat;

b) Aflati a 4 ¢ + d + h, stiind c& m 4+ n 4+ p = v/6 pentru orice triunghi echilateral M NP din

spatiu.

Barem de corectare.
a) Daci AB = a, atunci BD = BG = BE = GE = GD = DE = a+/2, adici BDEG este un
tetraedru regulat.

b) Deoarece BDEG este tetraedru regulat,

b+d+e=b+d+g=btetg=d+et+g=6

V6

Decib=d=e=g=—.
eci e=g 3

Analog pentru tetraedrul ACFH, a=c=f=h=—

3
A 4 6
In concluzie a+c+f—|—h:%—

S

PROBLEMA 4. Intr-un paralelipiped dreptunghic se afli n pitici astfel incat mssurand
distantele dintre ei toate sunt diferite. La un moment dat, fiecare pitic sare pe locul piticului cel
mai apropiat de el. Sa se afle cel mai mare numar de pitici care pot fi in acelagi loc dupa

saritura, daca in momentul sariturii toti se afla pe baza.

Barem de corectare.

Este posibil sa fie 5 pitici in acelasgi loc deoarece putem considera pentagonul PP, P3P,Ps cu
laturi diferite si in interior punctul P astfel incat distanta de la P la varful P; este mai mica decét
laturile pentagonului care au o extremitate in F;.

Daca ar fi 6 pitici in P atunci PP, < PP, si PP, < PP, , PP, < P,P3si PP3 < PP, ...
Deci in triunghiurile P,PP,, P,PP;, ..., laturile cu lungimea mai mare sunt PP, P, Ps, ..., ca
urmare cel mai mare unghi este PyPP,, P,PPs, ...

Rezultd m(P,PPy) > 60°, m(P>PP3) > 60°, ... . Deci sunt 6 unghiuri cu masura > 60° si suma

masurilor lor este mai mare decat 360° ceea ce este imposibil.

! Fiecare corector acords un numdér intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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PROBLEMA 1. Fie sirul (z,)n>1, 1 = =, Tpy1 =22 — 22, +2, Vn > 1.

3
2’

1\
a) S& se demonstreze ca z, = 1 + <§> , Vn>1.

b) Sa se calculeze partea intreagd a numarului x; - x5 - o3 - ... - To017.
Barem de corectare.

1 on-
(4p) a) Inductie dupd n. Pentru n = 1, afirmatia este adeviratd. Dacd x, = 1+ (5)2 ', pentru un

n > 1, atunci

>
xn+1_xi—2a:n+2_1+(a:n—1)2_1+(—)

2
(2p) b) Dacd a =1 -y - x5+ ... Tao7, atunci
1 1 1 1 2 1 4 1 22016 1 22017
Sa=(1—=) (1) fre(2) )i (2) )2 —1- (=
pee () 0o (e 0)) (e B)) (e ) ) ()
1 92017 _1
(1p) Deciaz?—(§> €(1,2),si[a] = 1.

PROBLEMA 2. Demonstrati ca:

1 1 1
a) dacd a,b > 0, atunci —— <

Jab " 2a 2

[ b [ ab
b) dacd a,b,c>0sia+b+c=1, atunci ¢ + ac + a §§
a + be b+ ac c+ab — 2

Barem de corectare.

1
(3p) a) Din inegalitatea mediilor, avem: N/ . —— _|_ o

(2p) b) Deoarece, | ——— =/ ———— = L,
a—l—bc 1—b—c—|—bc 1—b (1—c¢) (a+0b)(a+c)




b c 1
1) di litat diilor, obti ' <3
(1p) din inegalitatea mediilor, obtinem: \/a+bc \/a—l—b a+c_2<

c
+ :
a+ a—+ c)
(1p) A§adar

c +1 a n c +1 a n b _§
\/a+bc b—l—ac \/c—l—ab a—l—c 2\a+b b+c) 2\a+c b+c) 2

PROBLEMA 3. Fie ABCD un patrulater convex cu AB > CD, iar H; si H, ortocentrele
triunghiurilor AC'D si BC'D. Sa se demonstreze ca daca ABHyH; este dreptunghi, atunci ABC'D

este trapez isoscel.
Barem de corectare.

(3p) Deoarece H; este ortocentrul triunghiului AC'D rezultd ca AH; L CD, iar din faptul cda ABHsH,
este dreptunghi rezultd cd AH; 1. AB. Asadar, AB || CD, adicdi ABCD este un trapez.

(1p) Fie Oy si Oy centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ACD si BC'D. Din

O1Hy = O1A+ 0,C + O01D,0:Hy = O3B 4 O;C + 02D

(2p) rezulta ca OH, = 20,0 + O—1>4+ O—C>'+ O—>D, OHy = 2050 + O_B) + O—C>'+ O—>D Deci AB = H Hy =
OH2 — OH1 = 20201 —+ 14—B>, de unde 0201 = H, adica 02 = 01.
(1p) Deoarece ABC'D este un trapez inscriptibil, rezulta ca ABCD este trapez isoscel.

PROBLEMA 4. Fie D un punct fix pe mediana AA" a triunghiului ABC (A’ € (B(C)). O
dreaptd variabild dusa prin D intersecteaza segmentele (AB) si (AC) in M, respectiv in N. Daca
1

MM || AC, NN'"|| AB, cu M',N' € (BC), si se arate ca L + BN este constant.
Barem de corectare.
(2p) Daca MN || BC, din Teorema lui Thales, obtinem
1 N 1 AB N AC :1<AB+AC’)
CM' BN AM-BC AN-BC BC \AM AN
1 2 AA

V! B
adica oL +BN/ = BC AD’
(2p) Daca MN ) BC, fie MN N BC = {X}. Aplicim teorema lui Menelaus triunghiurilor ABA’ si

ACA’, taiate de dreapta M N gi obtinem:

AM XB AD CM' XB AD _ XB AD BM'
BM XA AD _ ) BM XA AD _ ) xa~ aD cwr
AD XA NC _ AD XA NC _ XC _AD CN'
AD XC NA AD XC N'B XA~ AD BN

(@p) dewnde, === =G\ e T BV

AD 1 1
2= 4D (BC (CM’ * BN’) B 2)

(1p) Asada 1+1—2A/D+2 1:14—1—2 AX
Py asacqat oy n TN T \“AD BC ~ CM' " BN' _ BC AD"

XB+XC AD (BC—-CM' BC — BN
+XC <C C C ).DarXB+XC:2XA’,§iastfel,

! Fiecare corector acords un numdér intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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PROBLEMA 1. Fie z € C, astfel incat 2% — 2¢/2 4+ 1 = 0. Calculati :

1
: 2017
a) |Z|, b) ¥ + W .
Barem de corectare. St iV
2+1v2
(3p) a) Solutiile ecuatiei 22 — 2¢/2 +1 = 0 sunt 2z, = TZ, deci |z] = 1.
1
(3p) b) Deoarece 22017 + ZoiT = V2,
. 1
(1p) obtinem |22917 + Zaor7 | = V2.

PROBLEMA 2. Fie functia f: {1,2,3,...,2017} — {1,2,3,...,2017} astfel incat
(fof)(x)+2017z =2018- f(z), Ve {l1,2,3,..,2017}.
a) Aratati cd f este injectiva.

b) Determinati functia f.

Barem de corectare.

(4p) a) Dacd a,b € {1,2,3,...,2017} si f(a) = f(b), atunci
F(f(a)) = F(f(b)) = 2018 - f(a) — 2017a = 2018 - f(b) — 2017b = a = b,

Deci f este injectiva.
(Ip) b) Deoarece f este o functie injectiva de la o multime finita la ea insasi, rezultd ca f este bijectiva.

(1p) Daca a € {1,2,3,...,2017} si b = f(a), atunci f (f(a)) = f(b) si
£ (f(a)) +2017a = 2018 - f(a) = f(b) + 2017a = 2018 - b = f(b) = 2017 - (b — a) + b.

Deoarece a, b, f(b) € {1,2,3,...,2017} , rezultd cd b —a = 0.
(1p) Deci f(z) =z, Va€{1,2,3,..,2017}.



(1p)

(1p)

(2p)

(3p)

(2p)

PROBLEMA 3. Fie functiile fi, fo : R — R, definite prin f; (z) = Va2 — 6z + 18 i fo (z) =
Va2 — 4x + 8. Aflati:

a) min f, (z) + min f (z);
b) Trnellg (fi(z)+ fa2(z)).
Barem de corectare.

a) gleiélfl () =3, gleiﬂglﬁ (z) = 2, deci fzneiélfl (x) +gleiﬂf§1f2 (z) = 5.

b) Fie f () = fi1(z) + f2 (x). Deoarece

f(x):\/(x—3)2+(0—3)2—|—\/($—2)2+(0—2)2,

avem f(x) = AC 4+ BC, unde A,B,C sunt 3 puncte din plan, cu coordonatele
A(3,3), B(2,2), C(x,0) in raport cu sistemul cartezian zQOy.
Problema se reduce la determinarea unui punct C' pe axa Ox astfel incat suma distantelor de la
C'la A gi B sa fie minima.

Fie punctul A’(3,—3). Deoarece AC' + BC' = A'C'+ BC, f(x) are valoarea minima atunci cand
punctele A’, B si C' sunt coliniare.
Asadar, min f(z) = A'B = v/26.

12
Observatie: Se poate folosi asemanare de triunghiuri gi se obtine x = 5 deci min f (z) =

z€ER
! (15—2) — V3%

PROBLEMA 4. Se considera numerele naturale distincte ai, as, ..., asg17 mai mari decat 2. Sa

se arate ca:

2017 )
logy172 + 210&017 <1 - ?) >0

i=1 g

Barem de corectare.

Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca 2 < a; < as < ... < agg17. Deci

1 1 1
<l
(1+14) a;

i i+ 2)

a;>1+i=a >(1+1i)°=

pentru: = 1,2,...,2017.

Ca urmare,

2017 1 1-3 2-4 3-5 2017 - 2019
logygy7 2 + Z logog7 (1 - a—zg) > loggg7 2 +10g2017( 2 3 e T 9018 ) =

i=1

2019 2019
= loggn172 + 10g2017m = l0332017% > 0.

! Fiecare corector acords un numdér intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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PROBLEMA 1. Sa se calculeze:
a) lim (alvx +14+asv/x+2+...+ apirvVe + 2017) , unde aq,as, ..., a017 € R;
b) lim (sinv/z + 1 —sin/z).
Barem de corectare.
a) Notam limita cu L.
2017
Daca ) ax # 0, atunci
= 2017
2017 L 2017 —o0, dacd ) ap <0
L=1lim [z > ary/1+— =00 > ap = Soir J
e k=1 * k=1 +00, dacd Y. ap >0
2017 2017 =
iar dacd ) ap =0, atunci a; = — > a; $i
L 1k1 S o (Va R - yaFD) = ] <2§7 - )
= lim a r+k—+x+1) = lim =0
Ty z—00 k\/$+k+\/x+1
b) Deoarece,
1 _
|sin vz + 1 — sin /| = 2 |sin ———— :IH— ‘cos v ‘sinu

si lim

r—00

(sin %_\/E) = 0, obtinem lim (sinv/z + 1 — sin/z) = 0.

T— 00

PROBLEMA 2. Fie A € M,(C). Aratati cd dacd existda n € N, n > 2 astfel incat A" = O,

atunci A% = Os.

Barem de corectare.

Din A™ = Oy, rezulta ca det(A") = 0, adica det A = 0.

Din A2 — (trA) - A+ (detA) - [, = Oy = A2 =t-A (t=trd) = A" = ¢"!'. A (inductie
matematicd).

Cum A" =t"1. A=0,=trA=0sau A = O,,

de unde, A? = O,.



(1p)

PROBLEMA 3. Se considera sirul de numere reale (an)n21 , care, pentru orice n > 1, verifica

proprietatile:
(1) an > 2;
(i) any1 < a? — 4a, + 6;

3
(4ii) ani1 + a2 < 4da, — 5

a r a sirul (a,)n>1 nvergent si sa uleze lim a,.
Sa se arate ca sirul (a,),>1 este convergent si sa se calculeze 1 n

n—o0

Barem de corectare.

5
Din (i11) = apyq < 3~ (a,—2)? <

N | Ot

,oricare ar fin > 1. Asadar, a,, € [2, g] , adica sirul (a,)n>1
este marginit.

Din (#1) = apy1 — an < a2 — ba, +6 = (a, — 2)(a, — 3) < 0, adica sirul (a,),>1 este monoton
descrescator

Deci, din Teorema lui Weierstras, sirul (a,),>1 este convergent si lim a, =1 € [2, §] )

n—oo 2

Trecand la limit4 in (44) , obtinem [ < [2—4[+6 = [?—5l+6 > 0 = [ € (—00;2]U[3; +0) = [ = 2.
PROBLEMA 4. Fie functia f : R — R, cu proprietatile:

() f@+y=fa+f@), Yoy eR
(i) lim f(z) =0

a) Ardtati cd f este injectiva.

b) Determinati toate functiile f cu proprietatile () si (i4).

Barem de corectare.

a) Din (i) avem:

f(f@)+y) = f(f(x+f(v)
f(f(x)+y) = fly+f@)=[fly)+r=2+ f(y)

Deci (fo f)(x+ f(y)) =x+ f(y), de unde rezultd ca (fo f)(2) =2, VzeR.
Agadar, f o f = 1g = f este bijectiva = f este injectiva.

b) Inlocuind in (i), y cu f(y), obtinem f(x)+ f(y) = f(z +y), Yo,y € R.

Se noteaza a = f(1) si obtinem f(z) = ax, Vo € Q, unde a € {—1,1}.

Pentru orice x € R, exista un sir (z,),>0 C Q, astfel incat lim x, = .

n—oo

Folosind (i), avem:

fle)=flzr—zp+x,) = flx —xn) + flzp) = f(z —xp) + a2, — ax

Deci, f(z) = ax, Yz € R.

! Fiecare corector acords un numdér intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.
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1 Inz

PROBLEMA 1. Si se calculeze integrala [ = / <— -

ol 1) -cos(In(z + 1))dz.

(G.M. 9/2016)

Barem de corectare.
In

1
Daca I = /F ~cos(In(z + 1))dz si Ir = /x _fl

L= / (—é) cos(In(x + 1))dz = —i cos(In(z + 1)) — / ﬁ sin(In(z + 1))dz

- —i cos(In(x + 1)) — /é sin(ln(z + 1))dx + /

cos(In(x + 1))dz, atunci

@ i 0 sin(In(z + 1))dz

= —i cos(In(x + 1)) — /i sin(In(x + 1))dz— cos(Iln(x + 1)),
iar [, = /lnx-(sin(ln(w +1)))dz = Inx - sin(ln(z 4 1)) — /i sin(ln(z + 1))dx.
Decil =1, — I, = —i cos(ln(z + 1)) — cos(In(x + 1)) —Inz - sin(ln(z + 1)) + C.

PROBLEMA 2. Sa se demonstreze ca in orice grup finit, numarul elementelor de ordin impar
este impar.

(G.M. 10/2016)

Barem de corectare. Consideram un grup finit G cu elementul neutru e gi notam cu z’ simetricul
elementului x € G.

Daca © € G \ {e} este un element de ordin impar, atunci x # x’ si ord (z) = ord (x') . Asadar,
toate aceste elemente furnizeaza un numar par de elemente de ordin impar.

Deoarece ord (e) = 1,

numarul elementelor de ordin impar ale lui GG este impar.
PROBLEMA 3. Fie (K, ) un grup cu patru elemente, unde K = {e, a,b,c}, e este elementul
unitate si 22 = e, pentru fiecare x € K.

a) Alcatuiti tabla operatiei grupului (K -);

b) Aratati cd grupul (K -) nu este izomorf cu grupul (Z4, +);

c) Aratati ca dacd G este un grup finit cu patru elemente, atunci G este izomorf sau cu K, sau

cu Z4.



(2p)

(2p)

(1p)

(4p)

(2p)

Barem de corectare.
Fie (z,y,2) o permutare a multimii {a,b,c}. Deoarece (zy =x=y=¢€), (zy=y=x=¢) i

(ry = e = = = y), obtinem ca xy = z. Asadar, tabla operatiei grupului (X, -) este

e a b ¢

blb ¢ e a

cle b a e

(se observa ca grupul (K, -) este abelian).

b) Daca f : (K,-) — (Z4,+) este un izomorfism de grupuri si f(x) = 1, unde z € K, atunci
0= fle) = f(a®) = f(z-x) = f(x) + f(z) = T+ 1 = 2, ceea ce este absurd. Prin urmare,
grupurile (K, -) si (Z4,+) nu sunt izomorfe.

¢) Dacd G este un grup cu patru elemente, atunci ord (x) € {2,4}, pentru orice x € G \ {e}.
Daci exista un element x € G\ {e} de ordin 4, atunci G este ciclic (G = (z)), adicad G ~ Zj4.
Daci G nu are niciun element de ordin 4, atunci ord (x) = 2, pentru orice = € G \ {e}, de unde,

obtinem ca G ~ K.

PROBLEMA 4. Sa se arate ca daca functia f : R — R admite primitive, atunci si functia
g:R—=R, g(x) = |z|- f(x) admite primitive.

Barem de corectare.

Fie F : R — R o primitiva a lui f. Deoarece F' este derivabila pe R rezulta ca este continua pe R
deci admite primitive.

Fie H o primitiva a lui F' pe R. Functia
G:R—-R, Gx)=

este o primitiva a lui g pe R.
Intr-adevir, avem G’ (z) = g(x), Vo € R*, G,(0) = G;(0) = g(0), deci G este derivabild si in 2 = 0
si G'(0) = 9(0).

!Fiecare corector acords un numdér intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



