
OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 25. 02. 2017

BAREM DE CORECTARE - Clasa a V � a

PROBLEMA 1. A�a̧ti câtul şi restul împ¼aŗtirii num¼arului N = 1 � 2 � 3 � : : : � 100 + 900 la 440:

Barem de corectare.

(4p) Scriem, de exemplu,

N = (1 � 2 � : : : � 9) � (11 � : : : � 43) � (45 � : : : � 100) � 10 � 44 + 2 � 440 + 20 =

= 440 � [(1 � 2 � : : : � 9) � (11 � : : : � 43) � (45 � : : : � 100) + 2] + 20

(2p) Câtul este (1 � 2 � : : : � 9) � (11 � : : : � 43) � (45 � : : : � 100) + 2 (sau orice alt¼a form¼a echivalent¼a)
(1p) Restul este 20

PROBLEMA 2. Demonstra̧ti c¼a�
2016n+1 + 2017n+1 + 2016n � 2017n

� ... 2016 � 2017; 8n 2 N�
Barem de corectare. Pentru orice n 2 N�; avem:

(3p)
�
2016n+1 + 2016n

�
= 2016n � 2017 ... 2016 � 2017

(3p)
�
2017n+1 � 2017n

�
= 2017n � 2016 ... 2016 � 2017

(1p) În concluzie,
�
2016n+1 + 2017n+1 + 2016n � 2017n

� ... 2016 � 2017
PROBLEMA 3. Determina̧ti numerele naturale abc şi xy, pentru care

abc+ bc+ c = 2xy + 57:

Barem de corectare.

(2p) Valoarea maxim¼a pentru abc+bc+c este 999+99+9 = 1107: Dac¼a xy � 11; atunci 2xy+57 � 1107:
(1p) Avem deci xy = 10;

(1p) iar egalitatea devine: abc+ bc+ c = 1081.

(2p) Adunând unit¼a̧tile, ob̧tinem 3c 2 f1; 11; 21g: Singura posibilitate este c = 7; rezult¼a 2 + 2b 2
f8; 18g, adic¼a b = 3 sau b = 8. Dac¼a b = 3, atunci a = 10;ceea ce e imposibil, a �ind cifr¼a. Deci
b = 8 şi a+ 1 = 10) a = 9:

(1p) Numerele abc = 987 şi xy = 10 veri�c¼a rela̧tia din enuņt: 987 + 87 + 7 = 1081:



PROBLEMA 4. Pe o mas¼a sunt 9 cartonaşe. Pe �ecare cartonaş este scris unul dintre numerele

1; 2; 3; 4; 5; 11; 12; 13; 14

astfel încât nu exist¼a dou¼a cartonaşe cu acelaş̧ti num¼ar. Gigel şi Costel iau �ecare câte 4 dintre

cele 9 cartonaşe. A�a̧ti ce num¼ar este pe cartonaşul r¼amas pe mas¼a, ştiind c¼a suma numerelor

de pe cartonaşele luate de Gigel, este de 5 ori mai mare decât suma numerelor de pe cartonaşele

luate de Costel.

Barem de corectare.

(1p) Suma tuturor numerelor este 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 11 + 12 + 13 + 14 = 65:

(2p) Dac¼a c este suma numerelor de pe cartonaşele lui Costel, iar x este num¼arul de pe cartonaşul

r¼amas pe mas¼a, atunci c+ 5c+ x = 65; adic¼a 6c+ x = 65.

(1p) Valorile posibile pentru x sunt 5 şi 11:

(2p) Dac¼a x = 5; atunci c = 10; solu̧tia este: Costel (1; 2; 3; 4) ; iar Gigel (11; 12; 13; 14).

(1p) Dac¼a x = 11; problema nu are solu̧tie.

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.
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BAREM DE CORECTARE - Clasa a VI � a

PROBLEMA 1. a) S¼a se aduc¼a la forma ireductibil¼a fraçtia
1710171

1320132
.

b) Fie fraçtia ireductibil¼a
p

q
; unde p; q 2 N�; p < q: Demonstra̧ti c¼a fraçtia 1 � p

q
este de

asemenea ireductibil¼a.

Barem de corectare.

(3p) a)
1710171

1320132
=
171 � 104 + 171
132 � 104 + 132 =

171 � (104 + 1)
132 � (104 + 1) =

171

132
=
57

44
;

(2p) b) Avem 1� p
q
=
q � p
q

. Presupunem prin reducere la absurd c¼a exist¼a d 2 N�; d 6= 1; astfel încât
d = (q � p; q):

(2p) Din d j (q � p) şi d j q, ob̧tinem d j (q � (q � p)) ; adic¼a d j p: Rezult¼a c¼a d j q şi d j p, deci fraçtia
p

q
este reductibil¼a; contradiçtie.

PROBLEMA 2. Determina̧ti numerele naturale abc pentru care [a; b; c]3 = abc . S-a notat cu

[a; b; c] cel mai mic multiplu comun al numerelor a; b; c:

(G.M: 11=2016)

Barem de corectare.

(2p) Din ipotez¼a, abc este cub perfect de trei cifre.

(2p) Cuburile perfecte de trei cifre sunt: 53 = 125; 63 = 216; 73 = 343; 83 = 512; 93 = 729:

(3p) Unica solu̧tie este abc = 216:

PROBLEMA 3. Andrei a desenat o dreapt¼a pe care a colorat cu roşu mai mult de dou¼a puncte.

Apoi a colorat cu albastru câte un punct, între oricare dou¼a puncte consecutive colorate anterior.

În continuare, a colorat cu galben câte un punct între oricare dou¼a puncte consecutive colorate

deja. Andrei a continuat procedeul descris, folosind culorile verde şi respectiv, negru.

a) Dac¼a Andrei a colorat 7 puncte albastre, câte puncte a colorat în total?

b) Andrei a colorat un num¼ar oarecare de puncte cu roşu. Ar¼ata̧ti c¼a exist¼a o singur¼a culoare

cu care Andrei a colorat un num¼ar impar de puncte.



Barem de corectare.

(3p) a) 7 puncte albastre se g¼asesc între 8 puncte roşii; sunt 7 + 8 = 15 puncte; între 15 puncte se

g¼asesc 14 puncte galbene; sunt 15+14 = 29 puncte colorate între care vor �28 puncte verzi; astfel

avem 29 + 28 = 57 puncte colorate; între acestea Andrei deseneaz¼a 56 de puncte negre. În total

vor � 57 + 56 = 113 puncte.

(4p) b) Daca avem n puncte roşii, vor � n� 1 puncte albastre, deci avem 2n� 1 puncte. Astfel vor �
un num¼ar par de puncte din urm¼atoarea culoare, adic¼a 2n� 2 puncte galbene. Între aceste 4n� 3
puncte, avem 4n� 4 puncte verzi. Între cele 8n� 7 puncte, avem 8n� 8 puncte negre. Procedeul
ne arat¼a c¼a doar n sau n� 1 este impar.

PROBLEMA 4. Fie A;B;C;D;E şi F şase puncte coliniare (în aceast¼a ordine) şi un punct

O; O =2 AB.

a) Dac¼a 2AC = AB + AD şi 2CF = AF + EF; atunci (AB) � (DE);

b) Dac¼a ^AOD � ^BOE � ^COF; iar [OC şi [OD sunt bisectoarele unghiurilor ^BOD;
respectiv ^COE; atunci 5m(^COD) = m(^AOF ):

Barem de corectare.

(1p) a) Avem: 2AC = AB + AD , 2(AB +BC) = AB + AB +BC + CD ) BC = CD;

(2p) 2CF = AF + EF , 2(CD +DE + EF ) = AB + BC + CD +DE + EF + EF ) DE = AB.

Rezult¼a c¼a (AB) � (DE):
(2p) b) Din ^AOD � ^BOE; rezult¼a ^AOB � ^DOE; iar din ^BOE � ^COF; rezult¼a c¼a ^BOC �

^EOF .
(2p) Deoarece [OC şi [OD sunt bisectoarele unghiurilor ^BOD; respectiv ^COE; rezult¼a c¼a ^AOB �

^BOC � ^COD � ^DOE � ^EOF .

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.
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PROBLEMA 1. a) S¼a se rezolve ecua̧tia
x+ 4

5
+
x+ 5

6
+ : : :+

x+ 98

99
+
x+ 99

100
= 96;

b) S¼a se demonstreze c¼a

p
2

3
+

p
6

5
+

p
12

7
+ : : :+

p
n(n+ 1)

2n+ 1
� n

2
; n 2 N�:

Barem de corectare.

(2p) a) Ecua̧tia se scrie:
�
x+ 4

5
� 1
�
+

�
x+ 5

6
� 1
�
+ : : :+

�
x+ 98

99
� 1
�
+

�
x+ 99

100
� 1
�
= 0

,
�
1

5
+
1

6
+ :::+

1

100

�
� (x� 1) = 0:

(1p) Aşadar, solu̧tia ecua̧tiei este x = 1:

(4p) b) Din inegalitatea mediilor, avem:

p
1 � 2
3

+

p
2 � 3
5

+

p
3 � 4
7

+ : : :+

p
n � (n+ 1)
2n+ 1

� 1

2
+
1

2
+
1

2
+ : : :+

1

2
=
n

2

PROBLEMA 2. a) Fie numerele x = 2+4+6+ : : :+4034 şi y = 2017 �
�
1� 1

2

�
�
�
1� 1

3

�
� : : : �

�
�
1� 1

2018

�
: Ar¼ata̧ti c¼a num¼arul a = x� 2018 � y este p¼atrat perfect;

b) Fie a; b 2 R; astfel încât a+ b = 3
p
2� 10: Demonstra̧ti c¼a

��a+p2��+ jb+ 4j � 6� 4p2:
Barem de corectare.

(1p) a) Deoarece x = 2017 � 2018;

(2p) iar y =
2017

2018
;

(1p) ob̧tinem a = 20172:

(2p) b) Deoarece
��a+p2��+ jb+ 4j � ��a+ b+p2 + 4�� ;

(1p) şi
��a+ b+p2 + 4�� = ��4p2� 6�� = 6� 4p2; se ob̧tine ��a+p2��+ jb+ 4j � 6� 4p2:



PROBLEMA 3. Fie ABCD un trapez cu AB k CD, E mijlocul lui (AB), F mijlocul lui (CD)
şi AF \DE = fPg; BF \ CE = fQg: S¼a se arate c¼a:

a) PQ k AB

b) PQ =
AB � CD
AB + CD

Barem de corectare.

(1p) a) Din �APE � �FPD; ob̧tinem c¼a
FP

PA
=
DF

AE
=
2 �DF
2 � AE =

DC

AB
;

(1p) iar din �EQB � �CQF; ob̧tinem c¼a
FQ

QB
=
CF

BE
=
2 � CF
2 �BE =

DC

AB
:

(1p) Aşadar,
FP

PA
=
FQ

QB
; adic¼a PQ k AB:

(1p) b) În �FAB; avem
PQ

AB
=
FP

FA
=

(2p) =
FP

FP + PA
=

DF

DF + AE
=

CD

2
CD

2
+
AB

2

(1p) adic¼a,
PQ

AB
=

CD

CD + AB
) PQ =

AB � CD
AB + CD

:

PROBLEMA 4. Fie ABCD un paralelogram, M 2 (AB) ; AM = 2MB; DM \ BC = fNg :
Ştiind ca aria triunghiului MNB este egal¼a cu 24 cm2; calcula̧ti aria patrulaterului ANCD:

Barem de corectare.

(2p) Triunghiurile ADM şi BNM sunt asemenea cu raportul de asem¼anare
1

2
; rezult¼a c¼a S�ADM =

96 cm2;

(2p) Triunghiurile NMB şi NDC sunt asemenea cu raportul de asem¼anare
1

3
; rezult¼a c¼a S�NDC =

216 cm2;

(2p) Din
AM

MB
= 2; avem S�AMN = 2 � S�MBN = 48 cm

2:

(1p) Deci, SANCD = 48 + 216 + 96 = 360 cm2:

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.
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PROBLEMA 1. Ar¼ata̧ti c¼a:

a)
1

n2
<

1

n (n� 1) , pentru orice num¼ar natural n; n � 2;

b)
3

28
+
3

63
+

3

112
+ :::+

3

7 � 20172 <
1

2
.

Barem de corectare.

(2p) a) Deoarece n > n� 1; avem n2 > n(n� 1); de unde rezult¼a concluzia.
(1p) b) Suma din membrul stâng se scrie

3

7 � 22 +
3

7 � 32 +
3

7 � 42 + :::+
3

7 � 20172 =
3

7

�
1

22
+
1

32
+
1

42
+ :::+

1

20172

�
(2p) Folosind punctul a), ob̧tinem

3

7

�
1

22
+
1

32
+
1

42
+ :::+

1

20172

�
<
3

7

�
1

1 � 2 +
1

2 � 3 +
1

3 � 4 + :::+
1

2016 � 2017

�
:

(1p) Deoarece
3

7

�
1

1 � 2 +
1

2 � 3 +
1

3 � 4 + :::+
1

2016 � 2017

�
=
3

7
� 2016
2017

=
864

2017

(1p) şi
864

2017
<
1

2
, ob̧tinem inegalitatea din enuņt.

PROBLEMA 2. Fie paralelogramele ABCD şi CDEF situate în plane diferite astfel încât

DE = DA; AC = DF şi AE ? AB. Ştiind c¼a EG ? CD, G 2 CD, ar¼ata̧ti c¼a :

a) AB ? (AGE);

b) G = D:

Barem de corectare.

(2p) a) Deoarece EG?CD şi DCkAB ) AB?EG
(1p) Deoarece ştim c¼a AB?AE ) AB?(AGE)
(1p) b) AB?(AGE) şi DCkAB ) DC?(AGE)
(1p) �AGD � �EGD (I:C:)) AG = GE

(1p) �AGC � �EGC (C:C:)) AC = EC

(1p) Din AC = EC şi AC = DF rezult¼a EC = DF ) CDEF dreptunghi ) D = G.



PROBLEMA 3. Fiec¼arui punct M din spa̧tiu i se asociaz¼a num¼arul real m şi �ec¼arui triunghi

echilateral MNP din spa̧tiu i se asociaz¼a num¼arul real m+ n+ p. Fie cubul ABCDEFGH.

a) S¼a se arate c¼a BDEG este tetraedru regulat;

b) A�a̧ti a + c + d + h, ştiind c¼a m + n + p =
p
6 pentru orice triunghi echilateral MNP din

spa̧tiu.

Barem de corectare.

(3p) a) Dac¼a AB = �; atunci BD = BG = BE = GE = GD = DE = �
p
2; adic¼a BDEG este un

tetraedru regulat.

(1p) b) Deoarece BDEG este tetraedru regulat,

b+ d+ e = b+ d+ g = b+ e+ g = d+ e+ g =
p
6

(1p) Deci b = d = e = g =

p
6

3
.

(1p) Analog pentru tetraedrul ACFH; a = c = f = h =

p
6

3

(1p) În concluzie a+ c+ f + h =
4
p
6

3

PROBLEMA 4. Într-un paralelipiped dreptunghic se a�¼a n pitici astfel încât m¼asurând

distaņtele dintre ei toate sunt diferite. La un moment dat, �ecare pitic sare pe locul piticului cel

mai apropiat de el. S¼a se a�e cel mai mare num¼ar de pitici care pot � în acelaşi loc dup¼a

s¼aritur¼a, dac¼a în momentul s¼ariturii to̧ti se a�¼a pe baz¼a.

Barem de corectare.

(2p) Este posibil s¼a �e 5 pitici în acelaşi loc deoarece putem considera pentagonul P1P2P3P4P5 cu

laturi diferite şi în interior punctul P astfel încât distaņta de la P la vârful Pi este mai mic¼a decât

laturile pentagonului care au o extremitate în Pi.

(1p) Dac¼a ar � 6 pitici în P atunci PP1 < P1P2 şi PP2 < P1P2 , PP2 < P2P3 şi PP3 < P2P3 , . . .

(2p) Deci în triunghiurile P1PP2; P2PP3; :::, laturile cu lungimea mai mare sunt P1P2; P2P3; :::, ca

urmare cel mai mare unghi este P1PP2; P2PP3; :::

(2p) Rezult¼a m(P1PP2) > 60�; m(P2PP3) > 60�; ... . Deci sunt 6 unghiuri cu m¼asura > 60� şi suma

m¼asurilor lor este mai mare decât 360� ceea ce este imposibil.

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.
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PROBLEMA 1. Fie şirul (xn)n�1; x1 =
3

2
; xn+1 = x

2
n � 2xn + 2; 8 n � 1:

a) S¼a se demonstreze c¼a xn = 1 +
�
1

2

�2n�1
; 8 n � 1.

b) S¼a se calculeze partea întreag¼a a num¼arului x1 � x2 � x3 � : : : � x2017.

Barem de corectare.

(4p) a) Induçtie dup¼a n: Pentru n = 1; a�rma̧tia este adev¼arat¼a. Dac¼a xn = 1 + (
1

2
)2
n�1
; pentru un

n � 1; atunci

xn+1 = x
2
n � 2xn + 2 = 1 + (xn � 1)2 = 1 +

�
1

2

�2n
(2p) b) Dac¼a a = x1 � x2 � x3 � : : : � x2017; atunci

1

2
� a =

�
1� 1

2

�
�
�
1 +

1

2

�
�
 
1 +

�
1

2

�2!
�
 
1 +

�
1

2

�4!
� : : : �

 
1 +

�
1

2

�22016!
= 1�

�
1

2

�22017

(1p) Deci a = 2�
�
1

2

�22017�1
2 (1; 2); şi [a] = 1:

PROBLEMA 2. Demonstra̧ti c¼a:

a) dac¼a a; b > 0; atunci
1p
ab
� 1

2a
+
1

2b
;

b) dac¼a a; b; c > 0 şi a+ b+ c = 1; atunci

r
bc

a+ bc
+

r
ac

b+ ac
+

r
ab

c+ ab
� 3

2

Barem de corectare.

(3p) a) Din inegalitatea mediilor, avem:
1p
ab
=

r
1

a
� 1
b
�
1

a
+
1

b
2

=
1

2a
+
1

2b
;

(2p) b) Deoarece,

r
bc

a+ bc
=

r
bc

1� b� c+ bc =
r

bc

(1� b)(1� c) =
r

bc

(a+ b)(a+ c)
;



(1p) din inegalitatea mediilor, ob̧tinem:

r
bc

a+ bc
=

r
b

a+ b
� c

a+ c
� 1

2

�
b

a+ b
+

c

a+ c

�
:

(1p) Aşadar,r
bc

a+ bc
+

r
ac

b+ ac
+

r
ab

c+ ab
� 1

2

�
b

a+ b
+

c

a+ c

�
+
1

2

�
a

a+ b
+

c

b+ c

�
+
1

2

�
a

a+ c
+

b

b+ c

�
=
3

2
:

PROBLEMA 3. Fie ABCD un patrulater convex cu AB > CD, iar H1 şi H2 ortocentrele

triunghiurilor ACD şi BCD. S¼a se demonstreze c¼a dac¼a ABH2H1 este dreptunghi, atunci ABCD

este trapez isoscel.

Barem de corectare.

(3p) Deoarece H1 este ortocentrul triunghiului ACD rezult¼a c¼a AH1 ? CD; iar din faptul c¼a ABH2H1
este dreptunghi rezult¼a c¼a AH1 ? AB: Aşadar, AB k CD; adic¼a ABCD este un trapez.

(1p) Fie O1 şi O2 centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ACD şi BCD: Din

���!
O1H1 =

��!
O1A+

��!
O1C +

��!
O1D;

���!
O2H2 =

��!
O2B +

��!
O2C +

��!
O2D

(2p) rezult¼a c¼a
��!
OH1 = 2

��!
O1O+

�!
OA+

�!
OC +

��!
OD;

��!
OH2 = 2

��!
O2O+

��!
OB+

�!
OC +

��!
OD: Deci

�!
AB =

���!
H1H2 =

��!
OH2 �

��!
OH1 = 2

���!
O2O1 +

�!
AB; de unde

���!
O2O1 =

�!
0 ; adic¼a O2 = O1:

(1p) Deoarece ABCD este un trapez inscriptibil, rezult¼a c¼a ABCD este trapez isoscel.

PROBLEMA 4. Fie D un punct �x pe mediana AA0 a triunghiului ABC (A0 2 (BC)). O
dreapt¼a variabil¼a dus¼a prin D intersecteaz¼a segmentele (AB) şi (AC) în M , respectiv în N: Dac¼a

MM 0 k AC; NN 0 k AB; cu M 0; N 0 2 (BC); s¼a se arate c¼a 1

CM 0 +
1

BN 0 este constant.

Barem de corectare.

(2p) Dac¼a MN k BC, din Teorema lui Thales, ob̧tinem
1

CM 0 +
1

BN 0 =
AB

AM �BC +
AC

AN �BC =
1

BC

�
AB

AM
+
AC

AN

�
adic¼a

1

CM 0 +
1

BN 0 =
2

BC
� AA

0

AD
;

(2p) Dac¼a MN , BC, �e MN \ BC = fXg. Aplic¼am teorema lui Menelaus triunghiurilor ABA0 şi

ACA0, t¼aiate de dreapta MN şi ob̧tinem:8>><>>:
AM

BM
� XB
XA0

� A
0D

AD
= 1

AD

A0D
� XA

0

XC
� NC
NA

= 1

)

8>><>>:
CM 0

BM 0 �
XB

XA0
� A

0D

AD
= 1

AD

A0D
� XA

0

XC
� N

0C

N 0B
= 1

)

8>><>>:
XB

XA0
=
AD

A0D
� BM

0

CM 0

XC

XA0
=
AD

A0D
� CN

0

BN 0

(2p) de unde,
XB +XC

XA0
=
AD

A0D

�
BC � CM 0

CM 0 +
BC �BN 0

BN 0

�
: Dar XB +XC = 2XA0, şi astfel,

2 =
AD

A0D

�
BC

�
1

CM 0 +
1

BN 0

�
� 2
�

(1p) Aşadar,
1

CM 0 +
1

BN 0 =

�
2
A0D

AD
+ 2

�
� 1

BC
) 1

CM 0 +
1

BN 0 =
2

BC
� AA

0

AD
:

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 25. 02. 2017

BAREM DE CORECTARE - Clasa a X � a

PROBLEMA 1. Fie z 2 C; astfel încât z2 � z
p
2 + 1 = 0. Calcula̧ti :

a) jzj; b)

����z2017 + 1

z2017

����.
Barem de corectare.

(3p) a) Solu̧tiile ecua̧tiei z2 � z
p
2 + 1 = 0 sunt z1;2 =

p
2� i

p
2

2
, deci jzj = 1.

(3p) b) Deoarece z2017 +
1

z2017
=
p
2;

(1p) ob̧tinem

����z2017 + 1

z2017

���� = p2:
PROBLEMA 2. Fie funçtia f : f1; 2; 3; :::; 2017g ! f1; 2; 3; :::; 2017g astfel încât

(f � f) (x) + 2017x = 2018 � f(x); 8 x 2 f1; 2; 3; :::; 2017g:

a) Ar¼ata̧ti c¼a f este injectiv¼a.

b) Determina̧ti funçtia f .

Barem de corectare.

(4p) a) Dac¼a a; b 2 f1; 2; 3; :::; 2017g şi f(a) = f(b); atunci

f(f(a)) = f(f(b))) 2018 � f(a)� 2017a = 2018 � f(b)� 2017b) a = b:

Deci f este injectiv¼a.

(1p) b) Deoarece f este o funçtie injectiv¼a de la o muļtime �nit¼a la ea îns¼aşi, rezult¼a c¼a f este bijectiv¼a.

(1p) Dac¼a a 2 f1; 2; 3; :::; 2017g şi b = f(a); atunci f (f(a)) = f(b) şi

f (f(a)) + 2017a = 2018 � f(a)) f(b) + 2017a = 2018 � b) f(b) = 2017 � (b� a) + b:

Deoarece a; b; f(b) 2 f1; 2; 3; :::; 2017g ; rezult¼a c¼a b� a = 0:
(1p) Deci f(x) = x; 8 x 2 f1; 2; 3; :::; 2017g :



PROBLEMA 3. Fie funçtiile f1; f2 : R ! R, de�nite prin f1 (x) =
p
x2 � 6x+ 18 şi f2 (x) =

p
x2 � 4x+ 8: A�a̧ti:

a) min
x2R

f1 (x) + min
x2R

f2 (x);

b) min
x2R

(f1 (x) + f2 (x)) :

Barem de corectare.

(4p) a) min
x2R

f1 (x) = 3; min
x2R

f2 (x) = 2, deci min
x2R

f1 (x) + min
x2R

f2 (x) = 5:

(1p) b) Fie f (x) = f1 (x) + f2 (x) : Deoarece

f (x) =

q
(x� 3)2 + (0� 3)2 +

q
(x� 2)2 + (0� 2)2;

avem f(x) = AC + BC, unde A;B;C sunt 3 puncte din plan, cu coordonatele

A(3; 3); B(2; 2); C(x; 0) în raport cu sistemul cartezian xOy.

(1p) Problema se reduce la determinarea unui punct C pe axa Ox astfel încât suma distaņtelor de la

C la A şi B s¼a �e minim¼a.

Fie punctul A0(3;�3): Deoarece AC+BC = A0C+BC; f(x) are valoarea minim¼a atunci când
punctele A0; B şi C sunt coliniare.

(1p) Aşadar, min f(x) = A0B =
p
26.

Observa̧tie: Se poate folosi asem¼anare de triunghiuri şi se ob̧tine x =
12

5
; deci min

x2R
f (x) =

f

�
12

5

�
=
p
26:

PROBLEMA 4. Se consider¼a numerele naturale distincte a1; a2; :::; a2017 mai mari decât 2. S¼a

se arate c¼a:

log2017 2 +
2017X
i=1

log2017

�
1� 1

a2i

�
> 0

Barem de corectare.

(2p) F¼ar¼a a restrânge generalitatea, putem presupune c¼a 2 � a1 < a2 < ::: < a2017: Deci

ai � 1 + i) a2i � (1 + i)2 )
1

a2i
� 1

(1 + i)2
) 1� 1

a2i
� i (i+ 2)

(1 + i)2
;

pentru i = 1; 2; :::; 2017:

(3p) Ca urmare,

log2017 2 +
2017P
i=1

log2017

�
1� 1

a2i

�
� log2017 2 + log2017

�
1 � 3
22

� 2 � 4
32

� 3 � 5
42

� ::: � 2017 � 2019
20182

�
=

(2p) = log20172 + log2017
2019

2 � 2018 = log2017
2019

2018
> 0:

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 25. 02. 2017

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI � a

PROBLEMA 1. S¼a se calculeze:

a) lim
x!1

�
a1
p
x+ 1 + a2

p
x+ 2 + : : :+ a2017

p
x+ 2017

�
; unde a1; a2; : : : ; a2017 2 R;

b) lim
x!1

�
sin
p
x+ 1� sin

p
x
�
.

Barem de corectare.

a) Not¼am limita cu L:

(2p) Dac¼a
2017P
k=1

ak 6= 0; atunci

L = lim
x!1

 
p
x �
 
2017P
k=1

ak

r
1 +

k

x

!!
=1 �

2017P
k=1

ak =

8>><>>:
�1; dac¼a

2017P
k=1

ak < 0

+1; dac¼a
2017P
k=1

ak > 0
;

(2p) iar dac¼a
2017P
k=1

ak = 0; atunci a1 = �
2017P
k=2

ak şi

L = lim
x!1

2017P
k=2

ak
�p
x+ k �

p
x+ 1

�
= lim

x!1

�
2017P
k=2

ak
a2p

x+ k +
p
x+ 1

�
= 0

(2p) b) Deoarece,��sinpx+ 1� sinpx�� = 2 ����sin px+ 1�px2

���� � ����cos px+ 1 +px2

���� � 2 ����sin px+ 1�px2

����
(1p) şi lim

x!1

�
sin

p
x+ 1�

p
x

2

�
= 0; ob̧tinem lim

x!1

�
sin
p
x+ 1� sin

p
x
�
= 0.

PROBLEMA 2. Fie A 2 M2(C): Ar¼ata̧ti c¼a dac¼a exist¼a n 2 N, n � 2 astfel încât An = O2;

atunci A2 = O2:

Barem de corectare.

(2p) Din An = O2; rezult¼a c¼a det(An) = 0; adic¼a detA = 0:

(3p) Din A2 � (trA) � A + (detA) � I2 = O2 ) A2 = t � A (t = trA) ) An = tn�1 � A (induçtie

matematic¼a).

(1p) Cum An = tn�1 � A = O2 ) trA = 0 sau A = O2;

(1p) de unde, A2 = O2.



PROBLEMA 3. Se consider¼a şirul de numere reale (an)n�1 ; care, pentru orice n � 1; veri�c¼a
propriet¼a̧tile:

(i) an � 2;

(ii) an+1 � a2n � 4an + 6;

(iii) an+1 + a
2
n � 4an �

3

2
:

S¼a se arate c¼a şirul (an)n�1 este convergent şi s¼a se calculeze lim
n!1

an.

Barem de corectare.

(2p) Din (iii)) an+1 �
5

2
� (an�2)2 �

5

2
; oricare ar �n � 1. Aşadar, an 2

�
2;
5

2

�
, adic¼a şirul (an)n�1

este m¼arginit.

(2p) Din (ii) ) an+1 � an � a2n � 5an + 6 = (an � 2)(an � 3) � 0, adic¼a şirul (an)n�1 este monoton

descresc¼ator

(1p) Deci, din Teorema lui Weierstras; şirul (an)n�1 este convergent şi lim
n!1

an = l 2
�
2;
5

2

�
:

(2p) Trecând la limit¼a în (ii) ; ob̧tinem l � l2�4l+6) l2�5l+6 � 0) l 2 (�1; 2][[3; +1)) l = 2.

PROBLEMA 4. Fie funçtia f : R! R; cu propriet¼a̧tile:

(i) f(x) + y = f (x+ f(y)) ; 8x; y 2 R
(ii) lim

x!0
f(x) = 0

a) Ar¼ata̧ti c¼a f este injectiv¼a.

b) Determina̧ti toate funçtiile f cu propriet¼a̧tile (i) şi (ii).

Barem de corectare.

(1p) a) Din (i) avem:

f(f(x) + y) = f(f(x+ f(y)))

f(f(x) + y) = f(y + f(x)) = f(y) + x = x+ f(y)

(1p) Deci (f � f) (x+ f(y)) = x+ f(y); de unde rezult¼a c¼a (f � f) (z) = z; 8 z 2 R:
Aşadar, f � f = 1R ) f este bijectiv¼a ) f este injectiv¼a.

(2p) b) Înlocuind în (i) ; y cu f(y); ob̧tinem f(x) + f(y) = f(x+ y); 8x; y 2 R:
Se noteaz¼a a = f(1) şi ob̧tinem f(x) = ax; 8x 2 Q; unde a 2 f�1; 1g :

(1p) Pentru orice x 2 R, exist¼a un şir (xn)n�0 � Q; astfel încât lim
n!1

xn = x:

(2p) Folosind (ii), avem:

f(x) = f(x� xn + xn) = f(x� xn) + f(xn) = f(x� xn) + a � xn ! ax

Deci, f(x) = ax; 8x 2 R:
1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 25. 02. 2017

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII � a

PROBLEMA 1. S¼a se calculeze integrala I =
Z �

1

x2
� lnx

x+ 1

�
� cos(ln(x+ 1))dx.

(G.M. 9=2016)

Barem de corectare.

Dac¼a I1 =
Z
1

x2
� cos(ln(x+ 1))dx şi I2 =

Z
lnx

x+ 1
cos(ln(x+ 1))dx; atunci

(3p) I1 =

Z �
�1
x

�0
� cos(ln(x+ 1))dx = �1

x
cos(ln(x+ 1))�

Z
1

x(x+ 1)
sin(ln(x+ 1))dx

= �1
x
cos(ln(x+ 1))�

Z
1

x
sin(ln(x+ 1))dx+

Z
1

(x+ 1)
sin(ln(x+ 1))dx

= �1
x
cos(ln(x+ 1))�

Z
1

x
sin(ln(x+ 1))dx� cos(ln(x+ 1));

(3p) iar I2 =
Z
lnx�(sin(ln(x+ 1)))0dx = ln x � sin(ln(x+ 1))�

Z
1

x
sin(ln(x+ 1))dx:

(1p) Deci I = I1 � I2 = �
1

x
cos(ln(x+ 1))� cos(ln(x+ 1))� lnx � sin(ln(x+ 1)) + C:

PROBLEMA 2. S¼a se demonstreze c¼a în orice grup �nit, num¼arul elementelor de ordin impar

este impar.

(G.M. 10=2016)

Barem de corectare. Consider¼am un grup �nitG cu elementul neutru e şi not¼am cu x0 simetricul

elementului x 2 G:
(4p) Dac¼a x 2 G r feg este un element de ordin impar, atunci x 6= x0 şi ord (x) = ord

�
x
0�
: Aşadar,

toate aceste elemente furnizeaz¼a un num¼ar par de elemente de ordin impar.

(2p) Deoarece ord (e) = 1;

(1p) num¼arul elementelor de ordin impar ale lui G este impar.

PROBLEMA 3. Fie (K; �) un grup cu patru elemente, unde K = fe; a; b; cg ; e este elementul
unitate şi x2 = e; pentru �ecare x 2 K:

a) Alc¼atui̧ti tabla opera̧tiei grupului (K; �);

b) Ar¼ata̧ti c¼a grupul (K; �) nu este izomorf cu grupul (Z4;+);

c) Ar¼ata̧ti c¼a dac¼a G este un grup �nit cu patru elemente, atunci G este izomorf sau cu K; sau

cu Z4:



Barem de corectare.

(2p) Fie (x; y; z) o permutare a muļtimii fa; b; cg : Deoarece (xy = x) y = e) ; (xy = y ) x = e) şi

(xy = e) x = y), ob̧tinem c¼a xy = z. Aşadar, tabla opera̧tiei grupului (K; �) este

� e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

(se observ¼a c¼a grupul (K; �) este abelian).
(2p) b) Dac¼a f : (K; �) ! (Z4;+) este un izomor�sm de grupuri şi f(x) = b1; unde x 2 K; atuncib0 = f(e) = f(x2) = f(x � x) = f(x) + f(x) = b1 + b1 = b2; ceea ce este absurd. Prin urmare,

grupurile (K; �) şi (Z4;+) nu sunt izomorfe.
c) Dac¼a G este un grup cu patru elemente, atunci ord (x) 2 f2; 4g, pentru orice x 2 Gr feg :

(1p) Dac¼a exist¼a un element x 2 Gr feg de ordin 4; atunci G este ciclic (G = hxi) ; adic¼a G ' Z4:
(2p) Dac¼a G nu are niciun element de ordin 4; atunci ord (x) = 2; pentru orice x 2 Gr feg ; de unde,

ob̧tinem c¼a G ' K:

PROBLEMA 4. S¼a se arate c¼a dac¼a funçtia f : R ! R admite primitive, atunci şi funçtia

g : R! R; g(x) = jxj � f(x) admite primitive.

Barem de corectare.

(1p) Fie F : R! R o primitiv¼a a lui f: Deoarece F este derivabil¼a pe R rezult¼a c¼a este continu¼a pe R

deci admite primitive.

(4p) Fie H o primitiv¼a a lui F pe R: Funçtia

G : R! R; G(x) =

8<: �x � F (x) +H(x)�H(0); x < 0
x � F (x)�H(x) +H(0); x � 0

este o primitiv¼a a lui g pe R.

(2p) Într-adev¼ar, avem G
0
(x) = g(x);8x 2 R�; G0

s(0) = G
0
d(0) = g(0); deci G este derivabil¼a şi în x = 0

şi G
0
(0) = g(0):

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


