Ministerul Educatiei, Cercetarii i Tineretului
Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa finala — Timisoara, 30 aprilie 2008

CLASA A VIII-A

Subiectul 1. Un tetraedru are lungimile laturilor exprimate prin numere
naturale astfel incat produsul lungimilor oricaror doua muchii opuse este egal
cu 6. Aratati ca tetraedrul este o piramida triunghiulara regulata in care
muchiile laterale formeaza cu planul bazei unghiuri cu masura mai mare sau
egala cu 30°.

Subiectul 2. a) Numim succesiune admisibild o Ingiruire de patru cifre
pare in care nicio cifra nu apare de trei sau patru ori. Determinati numarul
de succesiuni admisibile.

b) Pentru fiecare numar natural n, n > 2, notam cu d,, numarul de
posibilitati de a completa cu cifre pare un tablou de n linii si 4 coloane,
respectand conditiile urmatoare:

i) oricare linie este o succesiune admisibila;

ii) succesiunea admisibila 2,0,0,8 ocupa o singura linie a tabloului.
dn+1

Determinati valorile lui n pentru care numarul este intreg.

Subiectul 3. Fie a,b € [0, 1]. Demonstrati inegalitatea:
1 < a+b a_b'

l+a+b— 2 +3

Subiectul 4. Se da cubul ABCDA'B'C'D’. Pe muchiile (A’D’), (A'B’) si
(A’A) se considera punctele M, Ny girespectiv Py, iar pe muchiile (C'B), (C'D)
i (C'C") se considera punctele My, Ny si respectiv Py. Notam cu d; distanta
dintre dreptele M7 Ny si MsN», cu dy distanta dintre dreptele N1 Py si NoPs,
iar cu ds distanta dintre dreptele Py M si P,M,. Presupunem ca distantele
dq,dy i d3 sunt diferite doua cate doua. Aratati ca dreptele My My, N1 N, si
P, P, sunt concurente.

Timp de lucru: 3 ore
Toate subiectele sunt obligatorii.
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CLASA A VIII-A - SOLUTII

Subiectul 1. Lungimile muchiilor tetraedrului sunt 1, 2, 3 sau 6. Fie
A, B, C, D varfurile tetraedrului si © masura unghiului dintre muchia laterala
si planul bazei. Daca una dintre muchii, de exemplu AB, este 1, atunci una
dintre fete, de exemplu ABC este triunghi echilateral cu latura 1, altfel s-ar

contrazice inegalitatea triunghiului. Celelalte 3 muchii vor avea lungimea 6,

deci ABC'D este piramida regulata cu varful D. .................. 2 puncte
21 321 1

Piramida are inaltimea 7 deci sinu = BTE > 2’ de unde

U > B0 1 punct

Daca niciuna dintre laturi nu este 1, atunci trei dintre muchii sunt egale
cu 2, iar celelalte trei muchii sunt egalecu 3........................ 1 punct
Cel putin doua dintre muchiile cu un capat in D sunt egale, de exemplu
DA = DC = 3. Atunci BA = BC = 2. Daca AC = 3, tetraedrul este
piramida regulata cu varful B. Daca AC = 2, tetraedrul este piramida
regulata cu varful D. ... ... ... 1 punct

Piramida cu muchiile bazei egale cu 2 gi muchiile laterale egale cu 3 are

V69

69
inaltimea egala cu 3 deci sinu = 5 > 2’ de unde u > 30°....1 punct

Piramida cu muchiile bazei egale cu 3 gi muchiile laterale egale cu 2 are

inaltimea egala cu 1, deci sinu = 3 de unde u =30° .............. 1 punct



Subiectul 2. a) Notam cu S numarul de succesiuni admisibile. Exista 5

cifre pare deci 5* = 625 succesiuni de 4 cifre pare................... 1 punct
Exista 5 succesiuni cu toate cifrele egale. .................... ... 1 punct
Exista 5 - 42 = 80 de succesiuni cu exact 3 cifre egale............ 1 punct
Obtinem S =625 —5—80=0540. ..., 1 punct

b) Exista n posibilitati de a plasa succesiunea admisibila 2,0,0,8 ca linie

in tablou. Fiecare din celelalte n — 1 linii se poate completa in S — 1 moduri.

Obtinem d, =n(S — 1)" 1 =n-539"" . . ... .. 1 punct
1) -
Avem dni1 = (At D) 589
d, n
dy,
Atunci dH € N daca n | 539, deci n € {7,11,49,77,539}....... 1 punct

Subiectul 3. Prin calcule obtinem 2a2?b + 2ab* — 3a® — 3b* — 4ab + 3a+

3D > 0 1 punct
Din ipoteza avem (a — 1)(b—1) > 0., 2 puncte
Inegalitatea se scrie 2a(a — 1)(b — 1) 4+ 2b(a — 1)(b — 1) + a(l — a)+
DL —0) > 0, 3 puncte
evident adevarata, ca suma de numere pozitive..................... 1 punct

Subiectul 4. Notam cu a lungimea muchiei cubului. Presupunem ca,

de exemplu, M;N; nu e paralela cu My;N, si PiN; nu e paralela cu P, N,.

Inseamnd ci d; = dy = a, contradictie. ...........ocooveeeeeeiiii... 1 punct
Deducem ca MiNy || MaNy sau PINy || PoNoo oot 1 punct
Daca My Ny || MyNy si P N7 nu e paralela cu PyNy, atunci M1 Py || My Py,

altfel do =ds = a. ... 1 punct
Deci MiN; || MyNy si PNy || PNy sau MjN; || MyNy si

MiPy || MaPy. oo 1 punct
In fiecare caz rezultd ci planele (MiNPy) i (MyNyP;) sunt

paralele. . ... 1 punct
Prin urmare, My Ny || MoNy, PiNy || PoNy i My Py || MaP. .. ... 1 punct

Cum dreptele M7 Ms, N1 N» si P; P, sunt necoplanare, dar concurente doua

cate doua, rezulta ca toate trei sunt concurente..................... 1 punct
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