
 

 

OLIMPIADA NAŢIONALA DE MATEMATICĂ 

ETAPA LOCALĂ – 30 IANUARIE 2010 

 
 
Clasa a IX-a 

Problema 1.   a)  Dacă ( ),  0, ,  1x y x y∈ +∞ ⋅ = atunci arătaţi că : 
2 2

1
1 1

x y

x y
+ ≤

+ +
. 

b) Să se rezolve în ∗ ∗
×� � ecuaţia : 

1 1 1
. 

8x y
+ =  

      c) Să se găsească numărul soluţiilor întregi şi pozitive ale ecuaţiei:
 2009 2010

x x   
=      

. ( [ ]x este partea 

întreagă a numărului real x) 

Gheorghe Fianu , Ştefan cel Mare şi Adriana Rusu, Olteniţa  

 

 

Problema 2.  a)  Arătaţi că : ( )
3

1

1 =  , . 
3

n

k

n n
k k n ∗

=

−
− ∀ ∈∑ �  

       b) Arătaţi că : 
2

3 5 2 1
2  , . 

2 6

n
n n

n n

∗+
+ + + > ∀ ∈

+
� �  

        c) Fie mulţimile  { }4 2A n n= + ∈� şi { }2 2 ,  .B a b a b= − ∈� Determinaţi mulţimea A B∩ . 

Gheorghe  Stoianovici şi Gabriela Ruse, Călăraşi 
 

 

Problema 3. Fie ,  ,  ,a b c
→ → →

 trei vectori nenuli astfel încât ,   şi 2 3a b a b a b c
→ → → → → → →

+ − + + să fie coliniari. Să se 

arate că ,   şi a b c
→ → →

sunt vectori coliniari. 

G.M.  1 /2009 

 

 

Problema 4. Fie mulţimea { }3
M k k

∗
= ∈� . Să se determine funcţia f : M

∗
→� care are proprietatea 

3  ; , f ( n m ) f ( n ) f ( m ) nm( n m ) n m .
∗

+ = + + + ∀ ∈�  

Viorica  Stoianovici , Călăraşi 
 
 

        

SSSSSSSSUUUUUUUUCCCCCCCCCCCCCCCCEEEEEEEESSSSSSSS!!!!!!!! 

 

 

 

 

 

Notă :   Durata concursului este de trei ore . 

Baremul de notare este : Problema 1 a) 3 puncte ; b) 2 puncte ; c)  2  puncte; Problema 2. a) 3 

puncte ;   b)  2  puncte ;  c)  2  puncte; Problema 3.     7 puncte ; Problema 4. 7  puncte .  
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OLIMPIADA NAŢIONALA DE MATEMATICĂ 

ETAPA LOCALĂ – 30 IANUARIE 2010 

 
Clasa a X-a 
 

Problema 1.   a) Arătaţi că , orice număr natural de patru cifre , de forma abcd  ,
 
care verifica relaţia : 

lg -lg 1abcd abc =  , este divizibil cu 10 .
 
 

         b) Arătaţi că:
 
[ ] [ ] [ ]2 3 5log 2010 log 2010 log 2010= + . 

Ştefan Florin Marcu , Călăraşi 
 

 

Problema 2. Să se rezolve ecuaţiile : 

a) 
2 2 23 2 3 2 3 2

4 6 2 9
x x x x x x− + − + − +

+ = ⋅ ; 

b) 1 2 24 27 4 6x x x x
+ + + = ⋅ . 

Adrian Popescu, Călăraşi 
 

 

Problema 3.  Arătaţi că : 

a) 
12 3 33

arcsin arcsin arcsin
13 5 65

.− =  

b) 
2

2
2arctg arcsin π  1

1

x
x , x .

x
+ = ∀ ≥

+
 

Adriana Constantin , Călăraşi 
 

 

Problema 4.   a) Fie 1 2 3, ,z z z
∗

∈�  cu 
1 2 3 0z z z+ + =  si 1 2 3,  ,  z a z b z c= = = . Ştiind că 2 2 2a b c+ = , 

arătaţi că 2 2 2 2

1 2 0b z a z+ = .  

G.M. 3 /2009 

           b) Se consideră numerele complexe 1 2 3,  ,  z z z  astfel încât 1 2z z+ ∈� , 3 1 3 2z z z z⋅ + ⋅ ∈�  şi 

3z ∈ −� � . Să se demonstreze că 2010 2010

1 2z z+ ∈� .                                

*** 
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Notă :   Durata concursului este de trei ore . 

Baremul de notare este : Problema 1.     a) 3 puncte ;   b)  4  puncte ; Problema 2.     a) 3 puncte ;                       

b)  4  puncte ; Problema 3.  a) 3 puncte ;   b)  4  puncte ; Problema 4.   a) 3 puncte ;   b)  4  puncte.  
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 Clasa a XI-a 

 

Problema 1. Fie { }1  2, 3, 4f : , →�  o funcţie injectivă şi matricea ( )
1 4ij i , j

A a
≤ ≤

= , unde 

{ }  1  2, 3, 4ija f ( i ) f ( j ), i, j ,= + ∀ ∈ . Să se determine rangul matricei A . 

Viorica  Stoianovici , Călăraşi 
 

 

Problema 2. Se consideră matricele 







=

dc

ba
A  , 








=

10

01
I , unde a,b,c,d ∈�  şi  ecuaţia 

( )2 0X a d X ad bc− + + − =  . Dacă rădăcinile ecuaţiei,  notate    cu 1z  şi 2z ,   sunt  distincte  atunci 

definim matricele ( )IzA
zz

X 2

21

1
−

−
=  şi ( )IzA

zz
Y 1

12

1
−

−
= .  Să se arate că ∗

∈∀ Nn , 

YzXzA
nnn

21 +=   . 

Gheorghe  Stoianovici , Călăraşi 
 

 

Problema 3. Fie  a, b
∗

∈�  şi două şiruri de numere reale ( x n ) *n∈�
, respectiv ( y n ) *n∈�

 cu proprietăţile : 

lim
n→∞ a

n

n

x
=b şi lim

n→∞ b

n

n

y
=a. Calculaţi : lim

n→∞ 2

11

22

1

22

1

)...(

)...)(...(

nn

nn

yxyx

yyxx

++

++++
 . 

Ştefan Florin Marcu , Călăraşi 
 

 

Problema 4. Să se calculeze: ( )
1

lim 1 1
m

n k
k

n
k

b
ln a ln ,

n→∞
=

 
+ + 

 
∑ unde 1 2  >1 ma , a , , a… şi 1 2 b  b >0. mb , , ,…  

G.M. 5 /2009 
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Notă :   Durata concursului este de trei ore . 

Baremul de notare este : Problema 1.     7 puncte; Problema 2.     7 puncte; Problema 3.  7  puncte ; 

Problema 4.  7 puncte. 
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 Clasa a XII-a 

 

Problema 1. Fie grupurile ( )G,⋅  şi ( )H , ,⋅ unde  ( ) ( ){ }2 det 0G X M X ,= ∈ ≠�

 
( ) ( ){ }3 det 0  iar " " este operaţia de înmulţire a matricelor.H X M X= ∈ ≠ ⋅�  

a) Să se arate că,  dacă 
2

 şi   atunci  astfel încât X G AX XA, A G a X aI .∗
∈ = ∀ ∈ ∃ ∈ =�  

b) Să se arate că există f : G H→ un morfism injectiv de grupuri. 

c) Să se arate că grupurile ( )G,⋅  şi ( )H ,⋅  nu sunt izomorfe. 

Ion Savu, Bucureşti şi Gheorghe  Stoianovici , Călăraşi 
 

 

Problema 2. Să se calculeze: 

16 2

9

4 4x x x
dx

x

+ −
∫ . 

Adrian Popescu, Călăraşi 
 

 
 

 

Problema 3. Calculaţi lim
n

n
I

→∞
, dacă ( )

1

0

1

n

n

nI x dx= −∫  , n
∗

∀ ∈� .  

Gheorghe  Stoianovici , Călăraşi 
 

 

Problema 4. Fie A un inel cu proprietatea: 2 2 2 1  ,  . x y z xy yz zx xyz , x y, z A
∗

+ + = + + + + ∀ ∈ Să se arate că 
A este un corp cu două elemente. 

G.M. 7-8 /2008 
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Notă :   Durata concursului este de trei ore . 

Baremul de notare este : Problema 1.     a) 3 puncte ; b)  2  puncte ; b)  2  puncte ; Problema 2.     7 puncte; 

Problema 3.  7  puncte ; Problema 4.  7 puncte. 
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