INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES i
SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE DIN ROMANIA

FILIALA MURES
OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 23.01.2010
Cls. a IX-a
PROBLEMA 1.

Fie a,b,c e(O.oo) sia+b+c=2010.
Si se arate ci +/ab +ac ++/ab +bc ++/ac +bc <3015 .

PROBLEMA II.

Aratati cd orice numdr natural n > 2 poate fi scris sub forma n = 2k, + 3k, , unde k,,k, € N.

PROBLEMA III.

In triunghiul ABC considerim punctele M e (AB), N e (AC) astfel incat MB 3

ﬂzé, fie P e (MN) astfel incat MP_2 .
NC 4 PN 7
Daci AP N BC = {Q}, si se determine valoarea raportului in Q_C .

PROBLEMA IV.
Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC se considera punctele D si respectiv E, astfel incat
DA+DB+EA+EC=0.FieT intersectia dreptelor DC si BE.
Sa se determine a € R cu proprietatea cad TB +TC = aTA.

Gazeta Matematica, Dan Nedeianu

Timp de lucru: 3 ore
Fiecare subiect este punctat cu 7 puncte



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES R
SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE DIN ROMANIA

FILIALA MURES
OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 23.01.2010
Cls. a IX-a,
BAREM DE CORECTARE
PROBLEMA 1.

Fie a,b,c e(O.oo) sia+b+c=2010.
Sa se arate ca \/ab+ac +\/ab+bc +\/ac+bc <3015.

Rezolvare ( se acorda 1 p din oficiu)

(1p) (2p)
Folosim inegalitatea mediilor, ab+ac = yJa(b+c) < %IHC =1005,

Jab + be S%M=1005, (1p)
Jac +be s%bﬂ: 1005, (1p)

fnsuménd cele trei relatii obtinem ~/ab + ac +~/ab + bc +~ ac +be <3015, (1 p)

PROBLEMA II.

Aratati ca orice numadr natural n > 2 poate fi scris sub forma n = 2k, +3k,, unde k,,k, e N.

Rezolvare ( se acorda 1 p din oficiu)
Demonstram prin inductie;
P(2):2=2-1+3-0,(k, =1, k, =0) (1p)
Pk):k=2k +3-k,,(1p)
Plk+1):k+1=2-1,+3-1,,(1p)
(2p)

—
Din P(k) k+1=2-k +3-k, +1=2-k +3-k, +3-2=2-(k, = 1)+3-(k, +1)=2-1, +3-1, (1p)



PROBLEMA III.

& . . AM 1
In triunghiul ABC considerim punctele M e (4B), N e (AC) astfel incat ——

B 5
ﬂzi, fie P e (MN) astfelincét£=g.
NC PN 7

. . B
Dacid AP N BC = {0}, sa se determine valoarea raportului Q

Rezolvare ( se acorda 1 p din oficiu)
AM L v =3B, AN 23 LN =2 ac (1p)
MB 5 NC 4 7

6
E—E:EZ%W%E.

PN 7
= T == 2 —
Deci AP =— AB+—AC,(1p)
54 21
BQO 1 —

Fie — =k, atunci AQ——AB+LAC (lp)
ocC k+1 k+1
Punctele 4,P si Q sunt colineare, deci I € R, astfel incat /TQ = a AP ,
1 AB + k AC=a E+£R , TB, AC sunt necoliniari (1p)
k+1 k+1 54 21
L _Ja
Jk+1 54 Tak 2a Tk 2 36
Deci Ip)>—="Cs —="=k=""A1
2a(p) 54 21 18 7 49 (p)
k+1 21
PROBLEMA 1V.

Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC se considera punctele D si respectiv E, astfel incat
DA+DB+EA+EC=0.Fie T intersectia dreptelor DC $1 BE.

Sa se determine « € R cu proprietatea ca TB+TC = aTA.

Gazeta Matematica, Dan Nedeianu

Rezolvare ( se acorda 1 p din oficiu)

Fie k,peR\{l} . DA=k-DB s ﬂzp-ﬁ', (lp)
(k+1)DB+(p+1)EC=0|0s) () . ' .

=_ =k =p =-1= D, E mijloacele laturilor AB respectiv AC.
DB, EC necoliniari

Deci T este centrul de greutate (1p)

. (p)_ —_

TA+TB+TC = 0= TA+TB=-TC = a =-1, (Ip)



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES R
SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE DIN ROMANIA

FILIALA MURES
OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 23.01.2010
Cls. a X-a
L. a) Sa se arate ca daca X =log, bc,y =log, ac,z=log_ab, atunci

X+y+2+2=Xyz
b) Fie a,b,c numere reale strict pozitive. Aratati ca daca, 2° =35, 5" =14,
7° =10 atunci abc—(a+b+c)=2.

II.  Se considerd numerele complexe z,,z,,z, astfel incat z, +z, e R,

z,-2,+12,2, R si z, eC—R. Sd se demonstreze caz"" + 2" e R.

II.  Sise demonstreze ca Va,b,c e (1,), are loc inegalitatea:
(ab)“1°ga°'l°g"° +(bc)“1°g"f"'l°g°a +(ac)Jm >a’+b*+c’.
Se cunoallte : daca X,y >1, atunci log, y >0.

IV. Fie z,,z,,z;,eC cu z,+2,+2,=0 s1 ‘Zl‘:a,

z,|=b,

23‘ =C. Stiind ca
a’ +b®=c¢?, ardtati cd b’z} +a’z; =0.
(Gazeta Matematica nr.3/2009)

Timp de lucru: 3 ore
Fiecare subiect este punctat cu 7 puncte



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES
SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE DIN ROMANIA

FILIALA MURES
OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 23.01.2010
Cls. a X-a
L a) Sa se arate ca daca x =log, bc,y =log, ac,z =log,ab, atunci X+Yy+2z+2=Xyz

b) Fie a,b,c numere reale strict pozitive. Aratati ca daca, 2% =35, =14, 7°=10
atunci abc—(a+b+c)=2. (1p) oficiu
Solutie: a) @a* =bc, b’ =ac,c* =ab . (1p)

a” =(bc)” =(ac)’(ab)’ = (Ip)

=a’c’h’ =a’hc=a""V" = X+ y+2+2=XyZ. (1p)
b) 2°=5.7,5"=2.7,7°=2.5= 2% =5%.7% =2°.2".7°. 5" = (2p)
= QPR35 = QP2 02 — A2 s ahc=a+b+Cc+2. (1p)
II. Se considerd numerele complexe z,,7,,z, astfel incat z, +z, eR,z; -z, +Z- z,eR
si z, e C—R. Si se demonstreze caz*"" + 23"’ e R. (1p) oficiu
Solutie: Zl+22eR:>Zl+22:Z_1+Z:>ZI—Z:Z_1—ZZ ) (1p)
Z;- 7, +Z—3'Zz cR=17-7 +Z—3'Zz :Z_3'Z_1+Z3 2_2:> Z3(21 _2_2)22_3(2_1_ Zz) ) (2p)
Din (1)si 2) = 7,(2-2,)=7(2-2)=(2-2)(2.-2)=0 () (Ip)
Deoarece 2, e C—-R= 7, # Z 4)
Din (3)si(4) =7, =2, = 2" =22 = 2270 4 20 = 72 1 20 e R, (2p)
I11. Sa se demonstreze ca Va,b,c e (l,oo) , are loc inegalitatea:
(ab)*/m +(bc)¢m +(ac)Jm >a’+b*+c’.
Se cunoallte : daca X,y >1, atunci log, y>0. (1p) oficiu
Solullie: (ab)'**“**" >c? < \flog, c-log, ¢ (log, a+log,b)>2 <
< (log,a+log b)>2,/log, alog,b. (3p)
Se arata in mod analog pentru ceilalti termeni. (2p)
Se insumeaza relalliile. (1p)
IV.  Fie 2,2,,2,€C cu ,+2,+2,=0 si |z|=a,|z,| =b,|z,|=c. Stiind c& a* +b* =¢?,
ardtati ca b’z +a’z; =0.
(Gazeta Matematica nr.3/2009)
Solutie: z,+2,+2,=0=2,+2,+2, =0= (1p) oficiu
(Ip)
:>a—2+z+£:0:> a_2+b_2: ¢ (2p)
Z Z, I, Z Z, Z,+Z,

:>(a2 +b2)zlz2 +a’z +b’z} =(a2 +b2)zlz2 = a’z; +b’z} =0. (3p)



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES
SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE DIN ROMANIA

FILIALA MURES

OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 23.01.2010
Cls. a XI-a

31
1. S se rezolve ecuatia: X" :(6 2), neN", XeM,(R).

2. Fie Ae M,(Z) astfel incat det(A’ + A+1,)=det’(A+1,).
Sa se arate ca: trA+det A e {—8,0}.(trA-urma matricei A)
Gheorghe Ghita, Buzau
Jn
n

3. Sasecalculeze limx, si limXx;", unde
n—o0

n—oo

1 1 1 "

X = + +..t , heN
" W22 243+3V2 nvn+1+(n+Dvn

4. Fiesirul (X,) > Xo =X, =X, (¥)neN", x, €(0,1).
a) Si se arate ci sirul (X, )n21 este convergent si sd se calculeze limita sa.
b) Sa se arate ca lim(x,4 + X5+t X:): X,
n—o0

1
= - 1:...3 _
c) Sasearate ca lima/n-X, = —3\/5 .

nN—oo

Timp de lucru: 3 ore
Fiecare subiect este punctat cu 7 puncte



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES
SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE DIN ROMANIA
FILIALA MURES

BAREM DE CORECTARE
OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 23.01.2010

Cls. a XI-a
1. 1p din oficiu
. a by .
Fie X = siu=a+d
c d
Din ipoteza rezulta det(X") =0 1p
Din relatia Cayley-Hamilton se obtine X* =u- X , de unde prin inductie,
X" =u""X = 3 2
e o) P
Rezulti u™-a=3, u"'-b=1, u"'-c=6, u""-d=2siu""-(a+d)=5sauu"=5 1p
Se afla a,b,c,d 2p

2.. 1p din oficiu
Fie t urma matricei A si d determinantul acestuia. Avem

det(A—xl,)=x"—xt+d = det(A+1,)=1+t+d 1p

det(A’ + A+ 1,) = det(A—el,)-det(A—el,) = (&> ~te +d)(& —te+d)=1+t>+d’ +t—d +dt
unde ¢ radacina cubica a unitatii. 2p

Atunci t*+d*+1+t—d+td=(t+d+1)> = (t+3)d+1)=3. 1p

Obtinem (t, d) = (-2, 2),(0, 0), (-4, -4), (-6, -2). Deci t+d {-8, 0} 2p

3.. 1pdin oficiu
n

X = Z kvk+1—(k+Dvk
n kﬂ+(k+1)( kz(k+1) —(k+1)%k

=Yy =1- *
= NS Jn+l

lim x_ =

n— o n n— o lp

i, =l )" =linf(+-2) T ==L,



4. .

1p din oficiu

a) Se demonstreaza prin inductie, ca 0 < X, <1, (V) neN".

Se observi, ci X, —X, =—X <0 (V) neN’. Deci sirul este mirginit si strict descrescitor,

= (Xn )nZl convergent. 1p
Notand limita cu | si trecand la limita in relatia de recurenta se obtine 1 =0. 1p
b) lim(x; +x¢ 4.4+ %)= Tim[(x, = %, )+ (X, = %, )+ + (x, =%, , )] = lim(x, =%, ,)=%  1p
nN—oo nN—oo N—o0
c)3p
limin-x, =limin-x} =lim |——
n—oo n—o n—o 3 1
X,

. . 9 1 . 9 . 1
(x, )n>1 fiind strict descrescator, rezulta [—3] strict crescdtorm, limx, =0 = (—] este
> X

1= n=1

n—oo Xn
sir nemarginit.
33 (1 3 )3
= lim¥/n-x =lim 3| i n = lim—
N> noos| 1 I e\ X3 =3



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES K
SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE DIN ROMANIA
FILIALA MURES

OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 23.01.2010
Cls. a XII-a

1. Fie (G,-) grup multiplicativsi f,g:G =G, f(x)=x>", g(x)=x>""" morfisme de
grup. Stiind ca f este morfism surjectiv sa se arate ca (G,-) este grup abelian.

a 6 A A
M=4|. .labeZ,
b a
3

4
si matricea A= (A AJ e M. Si se rezolve in M ecuatia X° = A
3 4

2. Se considera multimea:

3. Sa se determine m € R astfel incat functia f :R, - R,

1
InXx-cos— , x>0 . e
f(x)= X sd admita primitive.

m , X=0

4. Fie f :R —> R o functie continua astfel incat
f(x)—f(y)=(x=y) f(x)-f(y), VX yeR. Sise arate ci functia f este identic nula.

Timp de lucru: 3 ore
Fiecare subiect este punctat cu 7 puncte



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES X
SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE DIN ROMANIA

FILIALA MURES
OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 23.01.2010
Cls. a X1II-a
REZOLVARI
1

FGD) = F@IF) e @)™ = 20 D™

g(x0y)= g(x)0g(y) = (xy)zmo = 2000 Dyzolo
Dar (xy)zom - (xy)zooo Ty = 52009 Dyzooe Ty = 2010 Dyzmo = 2009 Dnyzoo«; Oy
D y2009 Dx - x Dyzooc)

Cum f:G- G surjectie 0 0z0G,0y0 Gad. f(y)= z = y2009 -,
Atunci z[v = x0z,0x,20 G T (G,] este abelian.

2.

Azﬁ

X°= A0 det[X°)=00 detx = 0.

0 n
HD det4=0

W o
N NORENUV Y

Oa 50 A2 A2 A A2 A A
DacéX:HA Aﬁﬂ detX=a -b =0« a =6, a,bl Z,
b a

2 A2

Din tabla operatiei de inmultire in Z, U a ,b [ [0,1,2, ] . Unica clasa din Z, pentru care
- 0este g= 00 0 nueste solutie a ecuatiei ;= 5

Daca ;= ) =11



~2

Dacd ;" = p = 40

21: [;: i sau

21: [;: 8 sau

a=2,b=5 sau
3.
sz DlnxDsinlD = ZxDlnxDsinl+ xsinl- lnchole
H xH X X X
In x[cos— = xsinl(Zlnx+ 1) - 0@ Inxsin~1 . (1)
X X H XH

1
Fie functia g:(0;%) - R, g(x)= xsin—[2Inx+1).
x
lim g(x) = 0. prelungind prin continuitate functia g in x=00 g 1[0, ) - R continual

G admite primitive.Fie G o primitivaa lui g, ( G)’ =g.

. : 1 .10
Relatia (1) devine In x[cos— = ﬁG(x) - x* Inxsin — ﬁ .
X X
Dacéd fadmite primitive, atunci o primitiva a ei este de forma

1
HG(x) X 1nx[b1n—+C , x>0
F(x)= [

i P 20
Necesar F continua si derivabila.
F(0+0)= G0)* C.Impun p=F(0+0) 0 F ‘(o,w) este derivabild. Rdmane de verificat
derivabilitatea in origine.

F(0) lim M G (0).
I X

F(0)= G’(O): 0,
m
£(0)= f(0)= m[
4.
1
Fie f(0) = a. Dacd a# 0 atunci pentru x= — si ¥ = 0 din relatia datd in enunt avem:
a

fﬁlﬁ a——DfﬁlﬁDaD fﬁlﬁ :fﬁéﬁﬂ a= 0 contradictie.

Deci a=0 = f(O):O
Pentru » = 0 din relatia data obtinem f(x) = x0/(x)0/(0)+ £(0)0 f(x)=0, Dx0 R,



	liceu1.pdf
	subiecte9.pdf
	barem9.pdf
	subiecte10.pdf
	barem10.pdf
	subiecte11.pdf

	Barem11.pdf
	subiecte12.pdf
	rezolvare12.pdf

