Concursul de matematica ,,NICOLAE COCULESCU* 2009

Solutiile problemelor date la concurs
Clasa a Vlll-a

1. Notam BC = a, CA =b, AB = c. Deoarece SABC este echifacial, obtinem congruentele AABC = ASCB
si ABCA = ASAC, de unde rezultd SA=a, SB=0bgi SC =c.

Deoarece MAD = DAB = ADM, rezults ci triunghiul M AD este isoscel, deci [M D] = [MA]. Folosind
teorema lui Thales gi teorema bisectoarei in triunghiul ASB, rezulta
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Analog obtinem NE = % si PF = ﬁ Inegalitatea de demonstrat 2 (M D + NE + PF) < AB+BC+CA
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si se obtine aplicAnd inegalitatea mediilor armonica si geometrica: 0 < 5 si analoagele.

2. Fie p un divizor prim al produsului abc. Este suficient sa ardtdm ca exponentul la care apare p in descom-
punerea in factori primi a lui abc este mai mic sau egal cu exponentul lui p in descompunerea in factori primi
alui (a+b+c) .

Fie a = p“x, b = pYy si ¢ = p'z, unde x,y,z > 1 sunt numere naturale nedivizibile cu p, iar u,v,t € N.
Exponentul lui p in descompunerea in factori primi a lui abc este u+v+t, iar exponentul lui p in descompunerea
lui a + b + ¢ este cel putin egal cu w = min (u, v,t) . Este suficient s& ardtdm cd u + v + ¢ < Tw.

Deoarece b | a2, ¢ | b2 si a | ¢2, rezultd v < 2u, t < 2v si u < 2t, de unde obtinem si v < 4t, t < 4u si u < 4v.
Ca urmare, u +v +t < w+ 2w + 4w = Tw.

3. Se observa ca x > 0, y > 0 gi z > 0. Relatiile din enunt pot fi scrise sub forma

T 7y2+22) — (y2+4 $2+y2)
y (722 +2%) = (22 +4) (y* + 2?)
2 (72?2 +y?) = (22 +4) (2% + 2?)

Aplicand inegalitatea mediilor avem:

x (7y2 + 22) = (y2 + 4) (:c2 + y2) > 4y - 2xy = Sxy? = Ty? + 22 > 8y = 22 > )
y (722 + xz) = (,22 + 4) (y2 + z2) >4z 2z =8y22 = 722 + 2% > 822 = 2% > 2P
z (7962 + y2) = (372 + 4) (22 + xz) > 4o - 222 = 8za? = Ta? + % > 827 = ¢? > 22
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Ca urmare, z? = y? = 22, i cum z,y, z > 0, obtinem = = y = 2. Din prima ecuatie rezulta 82> = (w2 + 4) <227,

cu solutia x = 2. In concluzie, z =y = z = 2.

4. Deoarece a < 3a gi 2b < 4b, rezulta a,b > 0. Pentru orice numar natural n > 1 avem:
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adica , pentru orice numar natural n > 1,
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ceea ce ar insemna cd multimea numerelor naturale este marginitd de numarul , absurd. Ca urmare,
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presupunerea facuta este falsa, deci
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