Concursul de matematica ,,NICOLAE COCULESCU* 2009

Solutiile problemelor date la concurs
Clasa a Vll-a
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1. Pentru y = 0 obtinem x+z = > contradictie, deoarece z + z € N. La fel, pentru y = 1 obtinem z+1 = >
deci x ¢ N. Ca urmare, y > 2. Analog se aratd ci z > 2 (sau din motive de simetrie). C&utdm solutii cu y, z > 2.
y+z
yz
echivalenti cu 1+ yz >y+z2<yz—y—2+1>0<(y—1)(2—1) > 0.

< 1. Intr-adevir, aceastd inegalitate este

S& observam ca pentru orice y,z € N, y,z > 2, avem

z 61 1
i — =30
Z,§1cum 5 5
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Ca urmare, partea intreagd a sumei x + este x, iar partea fractionara este

1+

z 1
vtz _ —. Ultima relatie se scrie:

rezultd x = 30 si 17yz 2

l4+yz=2y+22yz—2y—2z=-1yz—2y—22+4=3 (y—2)(z2—2) =3,
cu solutiile (y, z) € {(3,5), (5,3)}.

2. Pentru g = 3 nu se obtine solutie. Ca urmare, ¢ = 3k + 1 sau ¢ = 3k + 2.
Daci ¢ = 3k+1, atunci 29 = 23¥+1 = My;+2. Atunci p® = 2009+47- (M7 + 2) = M7+ (M7 +5) (M7 +2) =
M7 + 3, care nu este cub perfect, intrucat cuburile perfecte sunt de forma M, sau M7, + 1.
Ca urmare, ¢ este de forma 3k + 2, de unde obtinem p* = 2009 + 47 - 232 = 2009 + 188 - 8%.
Presupunand k impar, k = 2p + 1, avem:

P’ = 2009+ 188-8%F! = My + 2+ (Mg +8) - 8%F = My +2+ My +8- 871! =
= Mo+2+8%F2 = Mg+ 246477 = Mg+ 2+ (Mg +1)PT" = Mg + 3,
care nu este cub perfect, intrucat cuburile perfecte sunt de forma Mg sau Mg =+ 1.

In consecintd k este par, k = 2p, deci ¢ = 6p + 2, adicd ¢ este par. Cum ¢ este numér prim, rezultsi ¢ = 2.
Se obtine p? = 2197 = 133, deci singura solutie este p = 13, ¢ = 2.

3. (=) Daci [AB] = [AC], atunci AD este mediatoarea segmentului [BC], deci [PB] = [PC]. Evident,
AB+ PC = AC + PB.

(<) Presupunem prin absurd cd [AB] # [AC] si facem alegerea AB < AC. Atunci existd B’ € (AC) astfel
incat [AB'] = [AB]. Decarece APAB = APAB’ (L.U.L.), rezultd c& [PB’] = [PB]. Folosind inegalitatea
triunghiului in APB’C si ipoteza, obinem

PC < PB'+ B'C=PB+ AC — AB = PC,

contradictie. Agadar [AB] = [AC].

23=13+9+1

B B B L) 2=1248+2

4. a) Avem A ={10,11,12,13}, B ={6,7,8,9}, C ={1,2,3,4} si scrierile 91— 114743
20=10+6+4

b) Dacd n are proprietatea P (k), cum sumele ay + by, + ¢ reprezintd k numere naturale mai mici strict
decat n, suma lor va fi cel mult egald cu suma celor mai mari £ numere naturale nenule strict mai mici decat
n, adica

E(2n—Fk—1)

(a1 +by+c1)+(azs+ba+eco)+ ..+ (ap+b+e) <(n—1)+n—-2)+...+(n—k) = 5

Pe de alta parte, cele trei k numere naturale din multimile A, B, C' sunt distincte, deci suma lor este cel putin
egald cu suma primelor 3k numere naturale, adica

3k (3k + 1)

(a1 +0b1+ec1)+(ag+br+ca)+ ..+ (ar+bp+cp) >1+2+..+3k = 5



3k(3k+1 k(2n—k—1
Ca urmare, % < (a1 +b1 +c1)+(ag + b+ co)+...4+(ar + b, + cx) < %, de unde obtinem
3k(B3k+1) k(2n—-k-1)
5 < 5 <3Bk+1)<2n—k—-1<n>5k+2.

c¢) Relatiile de mai jos exprimd faptul c& 5k + 2 are proprietatea P (k) :

A B C
n—-1 = 5bk+1 = 3k + 2k + 1
n—-2 = b5k = (Bk—-1) + (2k—1) + 2
n—-3 = 5k—-1 = (Bk—-2) + (2k—2) + 3
n—k+1 = 4k+3 = (2k+2) + (k+2) + (k—-1)
n—k = 4k+2 = (2k+1) + (k+1) + k



