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Concursul de matematic¼a �NICOLAE COCULESCU� 2009
Soluţiile problemelor date la concurs
Clasa a VII-a

1. Pentru y = 0 obţinem x+z =
61

2
; contradiçtie, deoarece x+z 2 N: La fel, pentru y = 1 obţinem x+1 = 61

2
;

deci x =2 N: Ca urmare, y � 2: Analog se arat¼a c¼a z � 2 (sau din motive de simetrie). C¼aut¼am soluţii cu y; z � 2:
S¼a observ¼am c¼a pentru orice y; z 2 N; y; z � 2; avem

y + z

1 + yz
< 1: Într-adev¼ar, aceast¼a inegalitate este

echivalent¼a cu 1 + yz > y + z , yz � y � z + 1 > 0, (y � 1) (z � 1) > 0:
Ca urmare, partea întreag¼a a sumei x+

y + z

1 + yz
este x; iar partea fraçtionar¼a este

y + z

1 + yz
; şi cum

61

2
= 30

1

2
;

rezult¼a x = 30 şi
y + z

1 + yz
=
1

2
: Ultima relaţie se scrie:

1 + yz = 2y + 2z , yz � 2y � 2z = �1, yz � 2y � 2z + 4 = 3, (y � 2) (z � 2) = 3;

cu soluţiile (y; z) 2 f(3; 5) ; (5; 3)g :

2. Pentru q = 3 nu se obţine soluţie. Ca urmare, q = 3k + 1 sau q = 3k + 2:
Dac¼a q = 3k+1; atunci 2q = 23k+1 =M7+2: Atunci p3 = 2009+47�(M7 + 2) =M7+(M7 + 5) (M7 + 2) =

M7 + 3; care nu este cub perfect, întrucât cuburile perfecte sunt de formaM7 sauM7 � 1:
Ca urmare, q este de forma 3k + 2; de unde obţinem p3 = 2009 + 47 � 23k+2 = 2009 + 188 � 8k:
Presupunând k impar, k = 2p+ 1; avem:

p3 = 2009 + 188 � 82p+1 =M9 + 2 + (M9 + 8) � 82p+1 =M9 + 2 +M9 + 8 � 82p+1 =
= M9 + 2 + 8

2p+2 =M9 + 2 + 64
p+1 =M9 + 2 + (M9 + 1)

p+1
=M9 + 3;

care nu este cub perfect, întrucât cuburile perfecte sunt de formaM9 sauM9 � 1:
În consecinţ¼a k este par, k = 2p; deci q = 6p+ 2; adic¼a q este par. Cum q este num¼ar prim, rezult¼a q = 2:

Se obţine p3 = 2197 = 133; deci singura soluţie este p = 13; q = 2:

3. ()) Dac¼a [AB] � [AC] ; atunci AD este mediatoarea segmentului [BC] ; deci [PB] � [PC] : Evident,
AB + PC = AC + PB:
(() Presupunem prin absurd c¼a [AB] 6� [AC] şi facem alegerea AB < AC: Atunci exist¼a B0 2 (AC) astfel

încât [AB0] � [AB] : Deoarece �PAB � �PAB0 (L.U.L.), rezult¼a c¼a [PB0] � [PB] : Folosind inegalitatea
triunghiului în �PB0C şi ipoteza, obţinem

PC < PB0 +B0C = PB +AC �AB = PC;

contradiçtie. Aşadar [AB] � [AC] :

4. a) Avem A = f10; 11; 12; 13g ; B = f6; 7; 8; 9g ; C = f1; 2; 3; 4g şi scrierile

8>><>>:
23 = 13 + 9 + 1
22 = 12 + 8 + 2
21 = 11 + 7 + 3
20 = 10 + 6 + 4

:

b) Dac¼a n are proprietatea P (k) ; cum sumele ak + bk + ck reprezint¼a k numere naturale mai mici strict
decât n; suma lor va � cel mult egal¼a cu suma celor mai mari k numere naturale nenule strict mai mici decât
n; adic¼a

(a1 + b1 + c1) + (a2 + b2 + c2) + :::+ (ak + bk + ck) � (n� 1) + (n� 2) + :::+ (n� k) =
k (2n� k � 1)

2
:

Pe de alt¼a parte, cele trei k numere naturale din muļtimile A; B; C sunt distincte, deci suma lor este cel puţin
egal¼a cu suma primelor 3k numere naturale, adic¼a

(a1 + b1 + c1) + (a2 + b2 + c2) + :::+ (ak + bk + ck) � 1 + 2 + :::+ 3k =
3k (3k + 1)

2
:



2

Ca urmare,
3k (3k + 1)

2
� (a1 + b1 + c1)+(a2 + b2 + c2)+:::+(ak + bk + ck) �

k (2n� k � 1)
2

; de unde obţinem

3k (3k + 1)

2
� k (2n� k � 1)

2
, 3 (3k + 1) � 2n� k � 1, n � 5k + 2:

c) Relaţiile de mai jos exprim¼a faptul c¼a 5k + 2 are proprietatea P (k) :

A B C
n� 1 = 5k + 1 = 3k + 2k + 1
n� 2 = 5k = (3k � 1) + (2k � 1) + 2
n� 3 = 5k � 1 = (3k � 2) + (2k � 2) + 3
::: :: ::: :: :: :: :: :: ::

n� k + 1 = 4k + 3 = (2k + 2) + (k + 2) + (k � 1)
n� k = 4k + 2 = (2k + 1) + (k + 1) + k


