Concursul de matematica ,,NICOLAE COCULESCU* 2009

Solutiile problemelor date la concurs
Clasa a Vl-a

1. Numdérul cautat este tocmai 2010. S& ardtdm mai intai ci n este par. Presupunand contrariul, inseamna cé
toti divizorii d; sunt impari, de unde rezulti c& 3d3 este numir impar iar 67 + dz + 2d3 numar par, absurd! Deci
n este par si cu necesitate dy = 2. Atunci 3d3 = 69 + 2d3, de unde reiese mai departe ci 3 | d3 si deci d3 = 3.
Atunci dy = 5. Tinand cont de faptul c& 67 | n si cd n are exact 16 divizori rezultd c8 n =2-3-5- 67 = 2010.

2. a) Fie n numirul ciutat; atunci existd numerele ¢, co, c3 € N astfel incat

n=3c; +2 n—2=3¢
n=5cu+2 =< n—-2=5c =1[3,57|n-2=105|n-2,
n="7c+2 n—2="7Tcs

deci existd k € N astfel incat n — 2 = 105k, adicd n = 105k + 2. Cautam cel mai mic numar k € N pentru care
17 | n; prin incercéri, obtinem k = 5, pentru care n = 527.

b) Notam Sy = 22 +4% + 65 + ... + 20082998 &i Sy = 11 + 33 + 55 + ... +20092°%9; evident, S; - 4. Deoarece

So 1+ [(4 - 1)3 + 4+ 1)5} + [(8 — 1)7 +(8+ 1)9} I {(2008 B 1)2007 + (2008 + 1)2009} _

= 1+ My—14+My+1)+Mg—14+My+1)+ .+ My—14+My+1)=Ms+1,
rezultd ca S + So = My + 1, deci restul impartirii numarului S' la 4 este 1.

3. a) Dintre trei numere consecutive, cel putin unul este par, si exact unul este divizibil cu 3. Ca urmare,
6|n(n+1)(n+2),deci T, €N, pentru orice n € N*.

n(n+1)(n+2)
6

b) Dac& 334 | T,,, atunci existd k € N astfel incat = 334k, de unde rezultd ca

n(n+1)(n+2) = 2004k = 2% .3 167 - k.

Cum 167 | n(n+ 1) (n + 2), rezultd 167 | n sau 167 | n + 1 sau 167 | n + 2. Pentru a obtine cea mai mica
valoare posibild a lui n, vom analiza situatiile:

e n = 167 — in care obtinem 167 - 168 - 169 = 22 - 3 - 167 - k, de unde k = 2366.

e n+ 1 =167 — in care obtinem n = 166 si 166 - 167 - 168 = 22 .3 - 167 - k, de unde k = 2324.

e n+2 =167 - in care obtinem n = 165 si 165 - 166 - 167 = 22 - 3 - 167 - k, care nu are solutii k£ € N.

in consecinta, cel mai mic numar tetraedral divizibil cu 334 este Tigg = 334 - 2324 = 776 216.

4. thI'UCEAlt A1Ay < A1A3 < A4y < . < AlAl()O si A2A3 < AjAL < ... < A2A100 < A1A100, rezultd ca
Ay Az = A1 Ay, AsAy = A1 As, ..., AsAigo = A1Agg. In general, pentru orice k = 2,99, avem A1 Aj, = Ag Ay,
de unde rezultd cd A1 Ay + A A = AsAp + AkAk+1, deci A1A45 = AkAk+1. Ca urmare, A1 Ay = As A3 = ... =
Agg A100 et .

Fie M este mijlocul segmentului [A;A], unde 1 < j < k < 100. Atunci avem:

[MAJ] = [MA]C} =AM — AlAj =A1A, — AIM = 2A M = AlAj + A1Ap = AIM = M
Ca urmare,
AM = (AlAQ + AsAs + ... + Aj_lAj) + (A1A2 + AsAsz + ... + Ak—lAk) _ (j — 1)IE + (k — 1)$ _ k —|—j B
2 2 2

2 197
Dacid 1 < j < k <100, suma k + j ia 197 de valori distincte (de la 3 la 199), deci A1 M € {x 33 :c} .

57 77 ceey 2
Astfel, multimea M a mijloacelor segmentelor cu capetele in punctele Ay, k& = 1,100, cuprinde 197 de
elemente, pe care le vom nota My, Ms, ..., Mig7, in ordine, dinspre Ay spre Aigg. Deoarece distantele dintre



orice doud puncte consecutive din M sunt egale, i anume cu 5 multimea distantelor dintre punctele lui M
T X . c e 1 < . x . A
contine doar multipli de 5 Cum distanta minima dintre doud puncte din M este 5 iar cea maxima este

MiMigr = 196 - g, rezultd cd multimea distantelor dintre punctele din M are 196 de elemente.



